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Introduction
Sable, gravier, riz, sucre. . . La matie`re en grains nous est familie`re et abonde autour
de nous. Pourtant, la physique des milieux granulaires est encore mal comprise (Jaeger
et al. 1996). Ces mate´riaux pre´sentent en effet une varie´te´ de comportements et de pro-
prie´te´s exceptionnelles. Assez solides pour soutenir le poids d’un immeuble, ils peuvent
aussi s’envoler par une brise le´ge`re pour former des dunes ou couler comme de l’eau dans
un sablier. La compre´hension des milieux granulaires, et en particulier de leurs proprie´te´s
d’e´coulement, est d’autant plus importante qu’ils interviennent dans de nombreux do-
maines. Il suffit d’observer, sur le bord d’une route, une carrie`re a` ciel ouvert pour se
convaincre de l’importance des milieux granulaires dans l’industrie : plans incline´s, tapis
roulant et conduites se conjugent pour extraire et transporter la matie`re en grains (sable,
graviers, charbon) vers les sites de transformation. De fac¸on ge´ne´rale, les milieux granu-
laires sont au centre de nombreuses activite´s industrielles (Duran, 1997) : ge´nie civil (be´tons,
stabilite´ des sols), agro-alimentaire (stockage et transport des ce´re´ales), pharmaceutique
(me´dicaments, cosme´tique) ou ge´nie chimique. L’autre grand domaine d’application des
milieux granulaires est la ge´ophysique (figure 1). La nature offre en effet des exemples
spectaculaires de phe´nome`nes et de structures ou` intervient la matie`re en grains : dunes de
sable, plages s’e´tirant le long des coˆtes, avalanches de roches lors d’e´ruptions volcaniques,
glissements de terrain. Bien souvent d’ailleurs, ces e´ve`nements naturels interagissent avec
l’activite´ humaine (de´sertification, pre´vention des risques d’avalanche) .
Contrairement aux fluides classiques qui sont bien de´crits par des e´quations constitu-
tives de type Navier-Stokes, il n’existe pas aujourd’hui de description unifie´e des e´coulements
granulaires. D’un point de vue fondamental, la difficulte´ pour mode´liser ces mate´riaux est
qu’ils sont constitue´s d’un tre`s grand nombre de particules pour lesquelles l’agitation ther-
mique est comple`tement ne´gligeable 1 . Il est donc difficile de transposer a` ces e´coulements
les me´thodes usuelles de la physique statistique 1 . La taille macroscopique des particules est
1. On s’inte´resse ici aux milieux granulaires secs, c’est-a`-dire pour lesquels les interactions entre grains
sont essentiellement des interactions de contact (frottement solide, collisions ine´lastiques). Cela impose
aux particules une taille d’ordre millime´trique, voir plus (on pourra lire la revue de Hinch 1995 pour une
classification des e´coulements de particules en fonction de l’importance du fluide environnant). Dans ce
cas, l’e´nergie thermique kT est comple`tement ne´gligeable devant l’e´nergie potentielle de pesanteur ρpgd
4.
1. Il est d’ailleurs significatif que de nombreux mode`les tentent d’introduire, d’une manie`re ou d’une
autre, une “tempe´rature” (effective ou non) associe´e aux e´coulements granulaires, tant ce concept est
fructueux en physique statistique.
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a) b)
Fig. 1 – Quelques exemples de phe´nome`nes naturels ou` interviennent les milieux granu-
laires. a) E´ruption volcanique du Volcan de la Soufriere (ˆıle de Monserrat). b) Champs de
barkhanes dans le de´sert de Vizcaino, en Basse-californie.
e´galement responsable de la nature fortement dissipative des interactions entre grains (frot-
tement solide, collisions ine´lastiques). Cette dissipation entraˆıne, dans de nombreuses si-
tuations, une absence de se´paration claire entre la taille du grain et l’e´chelle caracte´ristique
de l’e´coulement (avalanche a` la surface d’un tas, bande de cisaillement) donc des proble`mes
se´rieux pour passer d’une description microscopique a` une description macroscopique.
Face a` la grande varie´te´ de comportements observe´s selon le type de sollicitation, on classe
ge´ne´ralement les e´coulements granulaires en trois re´gimes suivant la nature des interactions
mises en jeu entre les grains (figure 2).
E´coulements quasi-statiques
Prenons l’exemple d’une maison pose´e sur un sol granulaire (figure 2a). Sous le poids
de l’e´difice, le terrain se de´forme tre`s lentement et les grains interagissent uniquement par
friction solide, avec des contacts de longue dure´e. Ce re´gime d’e´coulement quasi-statique
ou plastique est typique des proble`mes qui se posent en me´canique des sols. A partir
de quelle contrainte le sol va-il ce´der ? Comment s’e´coule-t-il par la suite ? L’approche
la plus re´pandue, celle des inge´nieurs, consiste a` mode´liser le milieu granulaire comme
INTRODUCTION 13
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a) b) c)
Fig. 2 – Les diffe´rents re´gimes d’e´coulements granulaires. a) Re´gime quasi-statique ou
plastique. b) Re´gime dense. c) Re´gime rapide et dilue´.
un milieu continu et a` relier contraintes et de´formations par des lois de comportement
de type e´lasto-plastique (Brown & Richards 1970, Darve 1987). Pour pre´dire le seuil de
rupture du mate´riau, le crite`re le plus couramment utilise´ est le crite`re de Mohr-Coulomb,
qui ge´ne´ralise aux milieux continus la loi de Coulomb pour le frottement solide. Selon ce
crite`re, le mate´riau ce`de sur un plan quand la contrainte tangentielle τ sur ce plan atteint
quelque part dans l’e´chantillon une valeur critique proportionnelle a` la contrainte normale
P :
τ
P
= tanΦ, (1)
ou` Φ est l’angle de friction interne du mate´riau, qui de´pend en ge´ne´ral de la densite´ du
milieu. Ces lois permettent de pre´dire relativement bien le seuil de stabilite´ d’un sol gra-
nulaire sous contrainte, ainsi que les directions de rupture du mate´riau (voir figure 3).
Il reste cependant encore de nombreux proble`mes non re´solus concernant le re´gime d’e´coulement
“plastique”. On peut citer le proble`me de la localisation des bandes de cisaillement et
de l’e´volution du milieu au-dela` du seuil de rupture. Une autre difficulte´ des lois e´lasto-
plastiques de la me´canique des sols est qu’elles introduisent un grand nombre de parame`tres
phe´nome´nologiques qui sont difficiles a` identifier physiquement. Re´cemment, un effort im-
portant a e´te´ entrepris pour caracte´riser de manie`re plus locale la structure des milieux
granulaires “statiques”. Ces e´tudes ont mis en e´vidence la forte he´te´roge´ne´ite´ des contacts
et des forces dans un empilement granulaire (Radjai 1998). Toutefois, le passage entre ces
descriptions “microscopiques” et les comportements globaux (angle de talus par exemple),
n’est pas encore accompli.
E´coulements rapides
A l’extreˆme oppose´e du re´gime “quasi-solide” que nous venons de de´crire se trouvent les
e´coulements granulaires rapides et dilue´s. Conside´rons par exemple une boˆıte partiellement
remplie de grains. Si on secoue cette boˆıte avec e´nergie, les grains a` l’inte´rieur sont fortement
agite´s et interagissent essentiellement par collisions binaires quasi-instantane´es (voir figure
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Fig. 3 – Visualisation des plans de rupture dans une expe´rience de “Buldozer”.
4a). Il existe une forte ressemblance entre ce re´gime collisionnel et un gaz classique de
mole´cules et on peut voir l’agitation ale´atoire des grains comme l’e´quivalent de l’agitation
thermique dans les gaz (Ogawa 1980). Cette analogie a conduit a` l’e´laboration, au de´but
des anne´es 80, d’une the´orie cine´tique des e´coulements granulaires qui s’inspire directement
de la the´orie cine´tique des gaz denses de sphe`res dures (voir par exemple les revues de
Campbell 1990 et Goldhirsch 1999). Dans cette approche, on introduit une “tempe´rature
granulaire” qui est relie´e aux fluctuations de vitesse comme pour un gaz selon :
T ∝ 〈(u− 〈u〉)2〉. (2)
Il existe cependant une grande diffe´rence entre les gaz classiques et les “gaz granulai-
res” : dans un milieu granulaire, les collisions entre particules sont ine´lastiques. Si on arreˆte
brusquement de secouer la boˆıte de grains, chaque collision retire un peu d’e´nergie cine´tique
aux particules et le milieu retourne rapidement au repos. Pour maintenir le re´gime collision-
nel, il faut donc fournir en permanence suffisamment d’e´nergie pour e´quilibrer les pertes
ine´lastiques, par exemple en secouant fortement les parois du re´cipient (Warr et al. 1995,
Falcon et al. 1999, Rouyer & Menon 2000). Dans un e´coulement granulaire, un autre
moyen de maintenir la tempe´rature granulaire est d’imposer un cisaillement important a`
l’e´coulement moyen (figure 4b). Dans ce cas, la valeur de la tempe´rature granulaire est fixe´e
par un e´quilibre entre la production de “chaleur”, due au travail des forces de cisaillement,
et les pertes ine´lastiques. En retour, la tempe´rature granulaire re´troagit sur l’e´coulement
moyen par l’interme´diaire de la pression et des coefficients de transport. Ce couplage entre
la “tempe´rature granulaire” et l’e´coulement moyen est une des caracte´ristiques fondamen-
tales des e´coulements granulaires rapides, comme nous le verrons dans la premie`re partie
de la the`se.
La the´orie cine´tique a souleve´ un grand espoir pour la compre´hension des e´coulements
granulaires, lors de son e´laboration dans les anne´es 80. Elle fournit en effet des rela-
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a) b)
Fig. 4 – Re´gime collisionnel. a) Vibration d’un cylindre partiellement rempli de particules
(Falcon et al. 1999). b) E´coulement granulaire de billes d’acier sur plan incline´ (Azanza
1998).
tions constitutives comple`tes, qui s’inse`rent dans un syste`me d’e´quations hydrodynamiques
proches des e´quations de Navier-Stokes. Cependant, son domaine d’application est limite´
en raison de proble`mes lie´s a` l’ine´lasticite´ des collisions.
Les premiers signaux alarmants sont venus de simulations nume´riques au de´but des anne´es
90. Des e´tudes se sont en effet inte´resse´es au proble`me fondamental du refroidissement
homoge`ne d’un gaz granulaire isole´. Ces travaux ont montre´ qu’un gaz granulaire, pourvu
qu’il soit suffisamment grand, est toujours instable et forme spontane´ment des agre´gas
denses ou “clusters” (Walton 1992, Goldhirsch & Zanetti 1993). Cette instabilite´ pro-
vient du fait qu’une petite augmentation de la densite´ locale entraˆıne une baisse locale
de la tempe´rature, a` cause de l’augmentation des collisions ine´lastiques a` cet endroit.
Cette baisse de tempe´rature induit une de´pression qui attire les particules, accentuant
ainsi l’augmentation de densite´ initiale. Le meˆme type d’instabilite´ a ensuite e´te´ observe´e,
toujours nume´riquement, dans des syste`mes cisaille´s, puis e´tudie´es dans le cadre de la
the´orie cine´tique (Wang et al. 1996).
L’instabilite´ de “clustering” a suscite´ un grand entousiasme parmi les physiciens et cer-
tains ont meˆme propose´ qu’elle soit a` l’origine de la formation des plane`tes et des agre´gas
interstellaires (Weaver & Danly 1989). D’un point de vue fondamental, l’apparition spon-
tane´e de “cluster” pose des proble`mes non triviaux sur la notion d’e´tat d’e´quilibre ou sur
la distribution des vitesses dans les “gaz granulaires”.
Quand on augmente la densite´ et l’ine´lasticite´ des particules, un phe´nome`ne encore
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Fig. 5 – Simulation nume´rique montrant l’instabilite´ de “clustering” dans un gaz granulaire
(Goldhirsch & Zanetti 1993).
plus dramatique apparaˆıt. On constate en effet que le “gaz granulaire” peut s’effondrer sur
lui-meˆme et sortir comple`tement du re´gime collisionnel (un exemple de transition entre
le re´gime dilue´ et la formation d’un “bloc” granulaire est donne´ dans Falcon et al. 1999).
Les grains sont alors en contact permanent les uns avec les autres et la the´orie cine´tique
ne peut plus eˆtre applique´e. L’origine de ce phe´nome`ne, appele´ “collapse ine´lastique”, est
l’ine´lasticite´ des chocs, qui entraˆıne un nombre infini de collisions dans un temps fini (Hop-
kins & Louge 1991, McNamara & Young 1992).
E´coulements denses
En raison justement de l’efficacite´ des collisions ine´lastiques, la plupart des e´coulements
granulaires observe´s dans la nature appartiennent a` un re´gime interme´diaire entre le re´gime
quasi-statique et le re´gime dilue´. Au cours d’une avalanche de sable a` la surface d’un tas
par exemple, les grains sont en contact les uns avec les autres et le milieu coule a` la manie`re
d’un liquide. Dans ce re´gime dense, les particules interagissent a` la fois par friction et par
collisions et la the´orie cine´tique n’est plus valable. Malgre´ l’importance pratique de ce type
d’e´coulement, en particulier en ge´ophysique, il n’existe pas a` l’heure actuelle d’e´quations
constitutives pour de´crire les e´coulements denses.
Depuis quelques anne´es, le re´gime d’e´coulements denses fait l’objet d’une recherche active.
De nombreux re´sultats, a` la fois expe´rimentaux, nume´riques et the´oriques ont apporte´ des
renseignements pre´cieux sur les proprie´te´s de ces e´coulements (on pourra consulte´ a` ce
propos les revues de Rajchenbach 2000 ou de Pouliquen & Chevoir 2002). Cependant, une
des difficulte´s qui se pre´sente pour de´gager une vision d’ensemble des e´coulements denses
est la varie´te´ des comportements observe´s suivant la configuration e´tudie´e (e´coulements
confine´s ou a` surface libre, sur fond fixe ou sur fond meuble : voir la figure 6 pour un bref
inventaire). Il semble que les conditions aux limites jouent de fac¸on ge´ne´rale un roˆle impor-
tant dans la dynamique de ces e´coulements, ce qui rend difficile l’e´laboration d’e´quations
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tridimensionnelles qui s’appliquent a` l’ensemble des configurations. La floraison de mode`les
actuellement de´veloppe´s pour de´crire les e´coulements denses illustrent assez bien cette dif-
ficulte´ (Andreotti & Douady 2001, Aranson & Tsimring 2001, Bocquet et al. 2002, Debre-
gas & Josserand 2000, Jenkins & Chevoir 2002, Lemaitre 2002, Mills et al. 2000, Pouliquen
et al. 2001, Savage 1998. . . ).
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Fig. 6 – Configurations typiques pour l’e´tude des e´coulements denses et quelques proprie´te´s
associe´es. A gauche, e´coulements confine´s. A droite, e´coulements a` surface libre. a) Ecou-
lement en silo sous gravite´. L’e´coulement est cisaille´ au niveau des parois et la zone de
cisaillement ne de´pend pas de la vitesse de chute (Pouliquen & Gutfraind 1996, Chevoir
et al. 2001). b) Cellule de Couette circulaire. L’e´coulement est localise´ pre`s de la paroi
interne. En revanche, les fluctuations de vitesses s’e´tendent au-dela` de la bande de ci-
saillement (Losert et al. 2000). c) Ecoulement sur plan incline´ rugueux. L’e´coulement est
cisaille´ sur toute l’e´paisseur. Les angles de de´marrage et d’arreˆt de´pendent fortement de
l’e´paisseur (Pouliquen & Renaut 1996, Daerr & Douady 1999). d) Ecoulement de surface
sur fond meuble (les e´coulements en tambour tournant font partie de cette cate´gorie) (voir
par exemple la revue de Aradian et al. 2002).
Une approche qui semble prometteuse pour les e´coulements a` surface libre est la des-
cription en terme d’e´quations moyenne´es, ou e´quations de St Venant (1871). Dans ce cadre,
le milieu est suppose´ incompressible et les e´quations de conservation de la masse et de la
quantite´ de mouvement sont inte´gre´es dans l’e´paisseur. Cette analyse est valable quand la
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couche de l’e´coulement est fine devant les dimensions late´rales de l’e´coulement, ce qui est
souvent le cas des e´coulements ge´ophysiques. Le grand avantage des e´quations moyenne´es
est qu’elles permettent d’incorporer la rhe´ologie complexe et inconnue du milieu granulaire
dans un terme unique : la contrainte entre la couche qui coule et le fond.
Cette approche a d’abord e´te´ utilise´e dans le contexte des milieux granulaires par Savage
& Hutter (1989) pour mode´liser les e´coulements granulaires sur fond fixe (voir aussi Pou-
liquen & Forterre 2002). Plus re´cemment, elle a e´te´ e´tendue aux cas des e´coulements sur
fond meuble (Khakhar et al. 1997, Douady et al. 1999, Khakhar et al. 2001, Bonamy 2001,
Aradian 2002). Dans ce dernier cas, la surface qui de´limite la zone d’e´coulement de la zone
statique n’est pas connue a priori, ce qui introduit une inconnue supple´mentaire dans le
proble`me.
Objectif et plan de la the`se
Cette bre`ve revue montre que notre compre´hension des e´coulements granulaires est en-
core parcellaire. Les e´coulements granulaires rapides et dilue´s be´ne´ficient, avec la the´orie
cine´tique, d’une description relativement avance´e. Bien que cette the´orie soit d’application
limite´e, plusieurs e´tudes ont montre´ qu’elle permet de de´crire, au moins qualitativement, le
re´gime d’e´coulement collisionnel (Campbell 1990, Azanza 1999, Reydellet et al. 2000). La
caracte´ristique fondamentale des e´coulements rapides est la dissipation due aux collisions
ine´lastiques entre les grains. Comprendre le roˆle de cette dissipation est important afin de
mieux cerner les analogies et les diffe´rences entre les e´coulements granulaires et les fluides
classiques.
La situation est diffe´rente pour les e´coulements denses. Dans ce cas il n’existe pas de re-
lations constitutives. En revanche, ces e´coulements ont fait l’objet de nombreux travaux,
tant expe´rimentaux que nume´riques, qui se sont applique´s a` caracte´riser les e´coulements
stationnaires uniformes dans des configurations simples. En particulier, l’approche de St
Venant a permis de proposer re´cemment des lois de friction empiriques pour les e´coulements
sur plan incline´ (Pouliquen 1999a) ou en tambour tournant (Khakhar 2001, Bonamy 2001).
La pertinence de ces lois pour l’e´tude d’e´coulements non stationnaires et non uniformes
est une question importante.
L’approche que nous avons choisie pour tenter de mieux comprendre les e´coulements
granulaires est d’e´tudier les instabilite´s qui peuvent se de´velopper. La mise en e´vidence et la
compre´hension des me´canismes d’instabilite´s devraient nous permettre de mieux cerner les
me´canismes physiques qui controˆlent les e´coulements granulaires. Cette de´marche est bien
connue en me´canique des fluides, ou` l’apparition d’instabilite´s peut modifier en profondeur
la dynamique de l’e´coulement (formation de structures cohe´rentes, transition vers la turbu-
lence, voir par exemple Godre`che & Manneville 1998). De grandes classes de me´canismes
d’instabilite´ ont e´te´ ainsi mises en e´vidence (cisaillement, convection thermique, force cen-
trifuge, effet de la viscosite´, gravite´ ; voir par exemple Drazin & Reid 1981).
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Pour les e´coulements granulaire en revanche, ce travail n’en est qu’a` ses pre´misses. La
comparaison entre les instabilite´s observe´es dans les e´coulements granulaires et celles de´ja`
e´tudie´es dans les fluides classiques devrait permettre de mieux mettre en e´vidence les pro-
prie´te´s communes et les spe´cificite´s des mate´riaux granulaires.
Les e´tudes sur les instabilite´s dans les milieux granulaires sont peu nombreuses. La
plupart concernent les syste`mes vibre´s, par analogie avec l’instabilite´ de Faraday pour
les fluides classiques (par exemple Douady et al. 1989, Melo et al. 1995, Umbanhowar
et al. 1996). Dans ce cas, l’e´quilibre non trivial entre l’e´nergie injecte´e par le forc¸age et
la dissipation due aux collisions ine´lastiques entraˆıne une phe´nome´nologie varie´e et com-
plexe (figure 7). Ces recherches s’inscrivent pour la plupart dans le cadre ge´ne´ral de la
physique non line´aire des “pattern”. Dans ce cas, les structures observe´es te´moignent plus
des syme´tries brise´es sous-jacentes qu’elles ne renseignent sur les proprie´te´s intrinse`ques
des milieux granulaires.
Peu d’e´tudes ont aborde´ le proble`me des instabilite´s dans les e´coulements granulaires. Un
premier type d’instabilite´ qui a e´te´ e´tudie´e est lie´ a` la pre´sence de particules de tailles
diffe´rentes dans le milieu. Le phe´nome`ne de se´gre´gation induit par l’e´coulement peut alors
donner lieu a` la formation de structures. Ainsi, l’e´coulement sur un plan rugueux d’un
me´lange de grains entraˆıne une instabilite´ de digitation du front (Pouliquen et al. 1997,
figure 8a). Dans un tambour tournant, la se´gre´gation induit des motifs en bandes tranver-
sales (Hill et al. 1997). Dans ces deux situations, les structures disparaissent si le mate´riau
est monodisperse. Dans le cas d’e´coulements monodisperses, une instabilite´ de la surface
libre de l’e´coulement a e´te´ re´cemment observe´e en tambour tournant, pour des vitesses de
rotation tre`s e´leve´es (Fried et al. 1998, Shen 2002). Enfin, un dernier type d’instabilite´ qui
se trouve dans la litte´rature concerne la formation de vagues lors d’e´coulements sur plan
incline´. Nous reviendrons en de´tail sur cette instabilite´ dans la deuxie`me partie de la the`se.
Dans cette the`se, nous avons e´tudie´ expe´rimentalement et the´oriquement deux instabi-
lite´s observe´es dans les e´coulements granulaires sur plan incline´ rugueux. Le manuscrit est
divise´ en deux parties, qui peuvent se lire inde´pendemment.
La premie`re partie de notre travail est consacre´e a` une instabilite´ qui apparaˆıt dans le
re´gime d’e´coulements rapides et qui donne lieu a` la formation de vortex longitudinaux.
Nous pre´sentons dans le premier chapitre l’e´tude expe´rimentale de l’instabilite´, qui nous a
permis de proposer un me´canisme pour la formation de ces tourbillons longitudinaux. Ce
travail est pre´sente´ essentiellement sous la forme d’une lettre publie´e dans Physical Review
Letters. Dans le second chapitre, nous e´tudions la pertinence du me´canisme d’instabilite´
propose´ dans le cadre de la the´orie cine´tique des milieux granulaires. Apre`s une bre`ve in-
troduction a` la the´orie cine´tique, nous pre´sentons notre analyse de stabilite´ line´aire des
e´coulements sur plan incline´ sous la forme d’un article a` paraˆıtre dans Journal of Fluid
Mechanics.
La seconde partie de ce manuscrit est consacre´e a` l’e´tude expe´rimentale d’une instabilite´
observe´e dans le re´gime d’e´coulement dense. Cette instabilite´ se manifeste par la forma-
tion d’ondes de grande longueur d’onde qui se propagent le long de l’e´coulement. Nous
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avons choisi de caracte´riser avec pre´cision l’instabilite´ primaire en forc¸ant l’e´coulement.
Les re´sultats de ce travail sont ensuite compare´s avec les pre´dictions des e´quations de St
Venant.
Les principaux re´sultats de cette the`se sont re´sume´s dans le dernier chapitre du manuscrit
(chapitre 8) qui, outre une conclusion ge´ne´rale, pre´sente quelques perspectives ouvertes par
l’ensemble de notre travail.
Le fil conducteur de la the`se est l’e´tude des e´coulements sur plan incline´ rugueux. Avant
d’aborder en de´tail chacune des instabilite´s, nous allons de´crire de`s maintenant le dispositif
expe´rimental commun aux diffe´rentes expe´riences.
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Fig. 7 – Quelques exemples de “pattern” dans les milieux granulaires vibre´s. a) Melo
et al. 1995. b) Umbanhowar et al. 1996.
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Fig. 8 – Instabilite´ dans les e´coulements granulaires due a` la se´gre´gation. a) Instabilite´ de
digitation d’un front granulaire (Pouliquen et al. 1997). b) Formation de bandes transver-
sales en tambour tournant (Hill et al. 1997).
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Configuration expe´rimentale :
Ecoulements sur plan incline´ rugueux
Ce chapitre pre´sente la configuration expe´rimentale que nous allons e´tudier dans toute
la the`se : les e´coulements granulaires sur un plan incline´ rugueux. Cette configuration a de´ja`
e´te´ largement utilise´e pour e´tudier les e´coulements granulaires (parmis les dernie`res e´tudes
Drake 1990, Vallance 1996, Ancey 1997, Azanza 1998, Daerr & Douady 1999, Pouliquen
1999a). Elle pre´sente l’avantage d’eˆtre bien controˆle´e et pre´figure une situation ge´ophysique
d’e´coulement granulaire sur pente.
Plan incline´ rugueux
Le dispositif expe´rimental est sche´matise´ sur la figure 9. Il s’agit d’un plan incline´ ru-
gueux avec un re´servoir en amont qui contient le milieu granulaire utilise´. Le plan est
constitue´ d’une grande plaque de verre (longueur 2 me`tres, largeur 70 centime`tres) sur
laquelle est pose´e le fond rugueux. Pour re´aliser le plan rugueux, on utilise une feuille col-
lante de type Velleda. La face non collante est pose´e sur le plan tandis que la face collante
est couverte de grains. En disposant une couche e´paisse de particules sur la colle, puis en
enlevant le surplus, on parvient a` cre´er une monocouche de grains dans un empilement
ale´atoire compact (voir figure 9a). Il faut alors re´aliser quelques e´coulements pour stabili-
ser et fixer de´finitivement la monocouche de particules (cette phase de “vieillissement” du
fond rugueux permet a` certains grains de se re´arranger et a` d’autres de s’incruster dans le
plan). Pour toutes les expe´riences pre´sente´es dans la the`se, le fond rugueux est constitue´
des meˆmes particules que celles qui participent a` l’e´coulement.
Les deux parame`tres de controˆle principaux de l’expe´rience sont l’ouverture hg du re´servoir
et l’angle θ d’inclinaison du plan. L’ouverture hg est fixe´e avec pre´cision graˆce a` un syste`me
de double porte. La premie`re porte garantit une e´paisseur constante hg sur toute la largeur
du plan, a` l’aide de deux vis situe´es de part et d’autre du re´servoir. La seconde porte peut
coulisser simplement sur la premie`re a` l’aide d’aimants et permet de de´clencher ou d’arreˆter
l’e´coulement rapidement (voir figure 9b).
L’angle d’inclinaison θ du plan est controˆle´ par un cric de voiture place´ sous le re´servoir.
Ainsi, on peut facilement varier l’angle tout en supportant la grande charge du re´servoir
quand il est rempli de grains. La reproductibilite´ de l’angle est garantie par un e´talonnage.
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Fig. 9 – Sche´ma du dispositif expe´rimental. a) Plan incline´ rugueux. b) De´tail du syste`me
d’ouverture du re´servoir.
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Il faut signaler ici une particularite´ des milieux granulaires : le de´bit a` la sortie du re´servoir
est entie`rement fixe´ par l’ouverture hg et l’angle d’inclinaison θ et ne de´pend pas de la quan-
tite´ de grains. En effet, lorsqu’il y a assez de grains dans le re´servoir, la pression au niveau
de l’ouverture est inde´pendante de la hauteur de remplissage. Cet effet de saturation de la
pression dans un milieu granulaire statique, duˆ au frottement des grains avec la paroi, est
bien connu en agro-alimentaire dans les silos (effet “Janssen”, Janssen 1895). Ainsi, l’ouver-
ture hg et l’angle d’inclinaison θ sont bien les deux seuls parame`tres de controˆle du syste`me.
Notre dispositif expe´rimental se distingue en particulier des expe´riences ante´rieures par
la grande largeur du plan (70 cm, soit 1000 fois le diame`tre des plus grosses particules
que nous utiliserons). Jusqu’a` pre´sent, la plupart des e´tudes avaient e´te´ re´alise´es en canal
relativement e´troit, de quelques centime`tres environ. Dans ce cas, les effets de bord sont
importants et peuvent controˆler entie`rement la dynamique de l’e´coulement (Savage 1979). Il
faut d’ailleurs signaler que cette influence “a` longue porte´e” des parois dans les e´coulements
granulaires n’est pas limite´e aux e´coulements sur plans incline´s, mais semble jouer un roˆle
important dans d’autres types de configurations, comme les e´coulements sur fond meuble
ou en tambour tournant (Bonamy 2001).
Mate´riaux granulaires utilise´s
Pour faire nos expe´riences, nous avons utilise´ diffe´rents types de mate´riaux granulaires :
– Des billes de verre monodisperses, de diame`tre d= 0.5 mm (figure 10a). Ces billes
proviennent de lot de billes de broyage 400− 600 µm Potters & Ballotini, que nous
avons ensuite tamise´es. Il faut signaler que ces billes sont particulie`rement sphe´riques.
Il semble plus dificile aujourd’hui de se procurer des lots de cette qualite´, les normes
de fabrication ayant change´ depuis le de´but de la the`se.
– Du sable de la Loire de diame`tre moyen d= 0.8± 0.05 mm (figure 10b).
– Du sable de la Durance de diame`tre moyen d= 0.25± 0.03 mm (figure 10c).
On observe que le sable de la Loire est beaucoup plus re´gulier et rond que le sable de la
Durance dont les grains sont extreˆmement facette´s.
Mesure de l’e´paisseur et de la vitesse moyenne
Nous donnons ici deux techniques de mesure que nous utiliserons largement par la suite :
– La mesure de l’e´paisseur h de la couche granulaire en e´coulement par une nappe laser
– La mesure de la vitesse moyenne u de l’e´coulement.
Pour mesurer avec pre´cision l’e´paisseur h de l’e´coulement, nous utilisons une nappe laser
(Lasiris 10 mW) projete´e en incidence rasante sur la surface de l’e´coulement (voir figure
9a). En pre´sence d’une couche de grains d’e´paisseur h, la projection de la nappe laser
sur la surface est de´cale´e par rapport a` la projection sur le fond rugueux d’une quantite´
∆ = h/ tan δ, ou` δ est l’angle d’inclinaison de la nappe laser (voir le sche´ma de la figure 11).
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Fig. 10 – Mate´riaux utilise´s. a) Billes de verre 0.5 mm. b) Sable de Loire 0.8 mm. c) Sable
de Durance 0.25 mm.
Cette technique permet d’amplifier l’e´paisseur de l’e´coulement h par un facteur 1/ tan δ.
On peut alors mesurer des couches fines avec une bonne pre´cision (de l’ordre du dixie`me
de millime`tre).
En pratique, la mesure de la de´viation δ de la nappe laser se fait a` l’aide d’une came´ra vide´o
qui filme l’e´coulement du dessus. On soustrait l’image en pre´sence de la couche d’e´paisseur
h de l’image qui a e´te´ prise sans la couche de grain. Un logiciel de traitement d’image
(NIH image) permet ensuite de mesurer facilement le de´calage δ en pixels (voir figure 12).
Pour remonter a` l’e´paisseur h en millime`tres, il suffit de calibrer le syste`me a` l’aide d’une
cale d’e´paisseur connue. Il faut signaler que cette technique permet de mesurer des couches
d’e´paisseur moyenne infe´rieure a` la taille d’un grain. En effet, la nappe laser posse`de une
certaine largeur (∼ 5 mm) et moyenne spatialement la mesure de h sur plusieurs tailles de
grain.
La nappe laser permet e´galement de mesurer la vitesse moyenne u de l’e´coulement
granulaire dans le re´gime des e´coulements stationnaires uniformes (la vitesse moyenne est
de´finie par u = Q/h ou` Q est le de´bit volumique par unite´ de largeur). Pour cela, on
re´alise l’expe´rience qui consiste a` ouvrir brusquement l’alimentation du re´servoir, le plan
rugueux e´tant nettoye´. Un front mate´riel se propage alors a` vitesse constante le long de la
pente, laissant derrie`re lui un e´coulement d’e´paisseur h et de vitesse moyenne u constants.
L’e´coulement e´tant stationnaire, la conservation de la masse implique que la vitesse du
front est exactement e´gale a` la vitesse moyenne u de l’e´coulement. Pour mesurer u, il suffit
donc de mesurer la vitesse du front en filmant la de´formation de la nappe laser sur le
plan (voir figure 12). La figure 13 donne le diagramme spatio-temporel que l’on obtient de
cette manie`re. La pente constante de ce diagramme (traits pointille´s) est e´gale a` la vitesse
moyenne u de l’e´coulement.
Une dernie`re mesure utilise´e dans les expe´riences est l’estimation de la fraction volu-
mique ν du milieu en e´coulement, c’est-a`-dire le rapport entre le volume occupe´ par les
grains au volume total. Pour cela on pie`ge le sable en e´coulement dans une boˆıte de sur-
CONFIGURATION EXPE´RIMENTALE : ECOULEMENTS SUR PLAN INCLINE´ 27
h
nappe laser
d
D
camra CCD
PSfrag replacements
a)
b)
Fig. 11 – Principe de la mesure de h par une nappe laser projete´e en incidence rasante.
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Fig. 12 – Mesure de l’e´paisseur de l’e´coulement par la nappe laser. A gauche : projection
de la nappe laser sans e´coulement (trace noire) superpose´e avec la projection de la nappe
laser sur un front granulaire (trace blanche). Le logiciel NIH permet de mesurer facilement
le de´calage entre ces deux traces (a` droite).
face S connue que l’on vient plaquer subitement sur le fond. Connaissant l’e´paisseur h de
l’e´coulement et la masse M de grains pie´ge´s dans la boˆıte, on en de´duit la fraction volu-
mique ν = M/ρpSh. Quoique rudimentaire, cette technique permet d’obtenir une mesure
de ν avec une pre´cision d’environ 10%.
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Fig. 13 – Diagramme spatio-temporel du front mate´riel de l’e´coulement dans le re´gime
d’e´coulement stationnaire uniforme. La vitesse constante du front est e´gale a` la vitesse
moyenne u de l’e´coulement.
Les mesures d’e´paisseur, de vitesse et de concentration ont e´te´ utilise´es dans les deux
e´tudes d’instabilite´ pre´sente´es dans la suite. Cependant, d’autres mesures plus spe´cifiques
ont e´te´ de´veloppe´es qui seront de´crites plus en de´tail dans chaque partie.
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Premie`re partie
Instabilite´ dans les e´coulements
rapides : Vortex longitudinaux
La premie`re partie de ma the`se porte sur les e´coulements granulaires rapides sur plans
incline´s rugueux. Ce re´gime s’observe lorsqu’on incline suffisamment le plan. Dans ce cas, le
milieu granulaire ne coule pas a` vitesse constante mais acce´le`re le long de la pente, du moins
dans un premier temps. Cette phase d’acce´le´ration permet a` l’e´coulement d’atteindre des
vitesses importantes et des fractions volumiques relativement faibles, compare´es au re´gime
dense caracte´ristique des e´coulements stationnaires uniformes. C’est dans ce re´gime rapide
et dilue´ que nous avons observe´ une nouvelle instabilite´ : a` une certaine distance de la
sortie du re´servoir, il apparait spontane´ment a` la surface libre de l’e´coulement des stries
longitudinales tre`s re´gulie`res dans le sens de l’e´coulement, comme le montre la figure 14.
Cette instabilite´ s’observe dans une large gamme de parame`tres de controˆle (angle d’in-
clinaison, de´bit), et avec diffe´rents mate´riaux granulaires (billes de verre monodisperse,
sable de diffe´rentes tailles). L’apparition de cette instabilite´ est donc caracte´ristique des
e´coulements rapides et son e´tude devrait permettre de mieux comprendre les me´canismes
physiques qui controˆlent ces e´coulements.
Nous avons e´tudie´ expe´rimentalement et the´oriquement cette instabilite´. La principale
motivation de ce travail a e´te´ de de´couvrir et d’expliquer le me´canisme d’instabilite´. Dans
une premie`re e´tape, nous avons cherche´ a` caracte´riser par des mesures pre´cises la structure
de l’e´coulement instable. Nous avons ainsi mis en e´vidence pour la premie`re fois l’exis-
tence de vortex longitudinaux dans les e´coulements granulaires. Ces re´sultats nous ont
permis de proposer une explication pour la formation de ces vortex, base´e sur le concept
de “tempe´rature granulaire” dans les e´coulements rapides. Nous avons ensuite e´tudie´ ce
me´canisme d’instabilite´ dans le cadre de la the´orie cine´tique des milieux granulaires, en
faisant une analyse de stabilite´ des e´coulements sur plan incline´.
L’ensemble de ce travail sera pre´sente´ essentiellement a` travers deux articles, l’un qui
de´crit l’expe´rience, l’autre qui e´tudie the´oriquement l’instabilite´. Dans le premier chapitre,
nous pre´sentons l’e´tude expe´rimentale de l’instabilite´ et nous donnons le me´canisme d’in-
stabilite´ propose´. Le deuxie`me chapitre est consacre´ a` l’e´tude the´orique de l’instabilite´,
dans le cadre de la the´orie cine´tique des milieux granulaires.
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Fig. 14 – Image de l’instabilite´. (sable de diame`tre 0.25 mm, θ =41◦, hg =13 mm).
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Chapitre 1
Expe´rience
Ce premier chapitre est consacre´ a` l’e´tude expe´rimentale de l’instabilite´ donnant nais-
sance a` des vortex longitudinaux dans les e´coulements granulaires rapides. L’essentiel de
cette e´tude est pre´sente´ sous la forme d’une lettre intitule´e Longitudinal vortices in granu-
lar flows et publie´e dans Physical Review Letters (Forterre & Pouliquen 2001), que nous
donnons a` la fin de ce chapitre (paragraphe 4). Les trois premie`res parties offrent un re´sume´
succinct de cette e´tude expe´rimentale, et nous permettent de pre´senter quelques mesures
qui ne se trouvent pas dans la lettre originale.
1.1 Description de l’instabilite´
C’est en e´tudiant les e´coulements sur plan incline´ pour des forts angles d’inclinaison
θ et des de´bits e´leve´s que nous avons observe´ une nouvelle instabilite´. Dans ce re´gime, le
milieu granulaire qui sort du re´servoir acce´le`re le long du plan, tandis que son e´paisseur et
sa fraction volumique diminuent (voir figure 1.1). A une certaine distance de l’entre´e du
re´servoir, nous voyons apparaˆıtre a` la surface libre de l’e´coulement des stries longitudinales
tre`s re´gulie`res (figure 14). Sur la figure 14, l’e´coulement est observe´ en lumie`re rasante ; les
bandes sombres et claires sont donc la manifestation d’une de´formation pe´riodique de la
surface libre dans la direction transverse a` l’e´coulement. La premie`re fois que nous avons
observe´ cette instabilite´, nous lui avons donne´ le nom de “peigne”. En effet, une des si-
gnatures de l’instabilite´ est la formation a` la sortie du plan de jets re´guliers en forme de
“peigne”, quand les grains tombent en chute libre dans le bac en bas du plan (voir figure
1.2).
Quelque dizaines de centime`tres apre`s l’apparition de l’instabilite´, la structure atteint un
re´gime sature´ : la longueur d’onde λ et l’amplitude des de´formations de surface ∆h restent
constantes le long du plan. L’e´coulement moyen atteint e´galement un e´tat “stationnaire”,
avec une e´paisseur moyenne h, une vitesse moyenne u et une fraction volumique moyenne
ν constante, comme le montre la figure 1.1. Nous avons mesure´ syste´matiquement la lon-
gueur d’onde de l’instabilite´ λ dans ce re´gime sature´, en variant les parame`tres de controˆle
hg et θ, ainsi que le mate´riau granulaire. La longueur d’onde λ des de´formations de surface
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Fig. 1.1 – Evolution le long du plan de l’e´paisseur moyenne h, de la vitesse moyenne u et de
la fraction volumique moyenne ν (la distance x est compte´e depuis la sortie du re´servoir).
La fle`che indique la position ou` l’instabilite´ apparaˆıt. La vitesse moyenne u est donne´e par
u = Q/(Lhρpν) ou` Q est le de´bit massique, L la largeur du plan et ρp = 2.7 ± 0.0 g/cm3
la densite´ des grains. (sable de diame`tre 0.25 mm, θ =41◦, hg =13 mm).
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semble eˆtre relie´e a` l’e´paisseur moyenne de l’e´coulement : typiquement λ = 2 ∼ 3 h. Il
est cependant difficile de tester ce “scaling” sur une grande plage d’e´paisseur, l’e´paisseur
moyenne h variant tre`s peu dans le re´gime sature´ meˆme pour des variations importantes
de l’ouverture hg.
Une autre caracte´ristique de l’instabilite´ est qu’elle n’est pas stationnaire mais de´rive
1 cm
Fig. 1.2 – Image de l’e´coulement a` la sortie du plan (les traits pointille´s indiquent la fin du
plan rugueux). Les grains qui tombent en chute libre cre´ent des jets en forme de “peigne”
(Image prise avec une came´ra rapide et un temps d’exposition 1/8000 s. Sable de diame`tre
0.25 mm).
t 
y0 10 cm
0
3 s
Fig. 1.3 – Diagramme spatio-temporel de l’instabilite´ dans le re´gime sature´. (sable de
diame`tre 0.25 mm, θ =41◦, hg =13 mm).
lentement dans la direction transverse a` l’e´coulement (direction y). Cette propagation est
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visualise´e sur le diagramme spatio-temporel de la figure 1.3, qui montre l’e´volution dans
le temps d’une ligne de la surface libre perpendiculaire a` l’e´coulement. On distingue clai-
rement deux directions de propagation dans la direction transverse, la vitesse de phase vφ
e´tant petite devant la vitesse de chute u dans la direction−x (typiquement vφ ∼1 cm/s
tandis que u ∼1 m/s). Cette de´rive est associe´e a` une dynamique non line´aire spatio-
temporelle complexe, avec des cre´ations et des anihilations de bandes, que nous n’avons
pas e´tudie´es syste´matiquement.
Pour comprendre cette instabilite´, et en particulier le me´canisme d’instabilite´ sous
jacent, nous nous sommes concentre´s sur la structure de l’e´coulement. En particulier, nous
avons cherche´ a` re´pondre a` la question : quel est le mouvement des grains associe´ aux
de´formations de surface?
1.2 Structure de l’e´coulement : vortex longitudinaux
Nous avons mesure´ le champ de vitesse a` la surface de l’e´coulement en utilisant une
technique de PIV (Particule Image Velocimetry), ainsi que la fraction volumique moyenne
par une technique de transmission de lumie`re (voir la lettre). La figure 1.4 sche´matise la
structure de l’e´coulement de´duite de ces mesures. Le premier re´sultat important est que l’in-
stabilite´ est associe´e a` la formation de vortex longitudinaux au sein de l’e´coulement. Nous
avons en effet montre´ que les grains ont un mouvement late´ral a` la surface de l’e´coulement,
qui va des bosses vers les creux. Afin d’assurer la conservation de la masse, il doit donc
exister un mouvement ascendant au niveau des bosses et descendant au niveau des creux.
La structure de l’e´coulement consiste donc en vortex longitudinaux contrarotatifs, chaque
longueur d’onde contenant une paire de vortex comme sche´matise´ sur la figure 1.4. En plus
du mouvement de rotation, il existe au sein de l’e´coulement instable une variation de vi-
tesse dans la direction−x de chute : les grains ont une vitesse longitudinale plus importante
que la vitesse moyenne au niveau des creux et moins importante au niveau des bosses.
En mesurant la lumie`re transmise a` travers la couche de grains en e´coulement, nous avons
montre´ que cette instabilite´ est e´galement associe´e a` des variations de fraction volumique
moyenne dans la direction transverse a` l’e´coulement (par la suite nous parlerons de fac¸on
e´quivalente de “densite´” a` la place de fraction volumique) : les creux sont syste´matiquement
plus denses que les bosses. Ce dernier re´sultat, combine´ avec les mesures de vitesses, montre
que les zones montantes de l’e´coulement sont dilue´es tandis que les zones descendantes sont
denses, comme le sche´matise la figure 1.4.
L’apparition spontane´e de vortex longitudinaux dans les e´coulements granulaires n’avait
pas encore e´te´ observe´e. En revanche, de telles structures sont courantes en me´canique
des fluides. On peut citer par exemple les vortex de Go¨rtler qui apparaissent dans les
e´coulements en canal courbe (Go¨rtler 1940, Saric 1994) (figure 1.5a.) ou les tourbillons
longitudinaux dans les couches limites turbulentes (Klebanoff 1962, Kachanov 1994) (fi-
gure 1.5b.). Cependant, l’instabilite´ de Go¨rtler provient de la force centrifuge due a` la
1.3. ME´CANISME D’INSTABILITE´ 37
l
h
direction 
de lÕcoulement
y
z
x
Fig. 1.4 – Sche´ma de l’e´coulement de´duit des mesures de vitesses et de densite´, montrant
les vortex longitudinaux et les variations de densite´ associe´es.
courbure des lignes de courant tandis que la formation de tourbillons longitudinaux dans
les couches limites est une instabilite´ secondaire, qui semble lie´e a` la nature turbulente de
l’e´coulement (Aihara 1990). Ces me´canismes ne peuvent donc pas expliquer la formation
de vortex longitudinaux dans notre configuration d’e´coulement granulaire sur plan incline´.
1.3 Me´canisme d’instabilite´
Nos mesures de vitesses et de densite´ sche´matise´es sur la figure 1.4 nous ont conduit
a` proposer un me´canisme de formation des structures tourbillonnantes. On remarque en
effet que le mouvement de convection des grains au sein de l’e´coulement est e´troitement
lie´ aux variation de densite´ du milieu : les parties dilue´es (ou le´ge`res) de l’e´coulement
montent tandis que les parties denses (ou lourdes) descendent. Ces observations rappellent
les me´canismes de convection thermique et sugge`rent le sce´nario suivant pour expliquer la
formation des vortex longitudinaux dans les e´coulements granulaires (voir figure 1.6).
Tout d’abord l’instabilite´ apparaˆıt dans un re´gime ou` l’e´coulement est rapide et relative-
ment dilue´ (ν ∼ 0.2 − 0.3 contre ν ∼ 0.4 − 0.5 pour le re´gime dense). La dynamique de
l’e´coulement est donc essentiellement controˆle´e par les collisions entre les particules, ainsi
que par les collisions entre les particules et le fond rugueux. Nous avons vu dans l’intro-
duction que dans ce re´gime collisionnel, l’e´coulement granulaire peut eˆtre assimile´ a` un
gaz et les fluctuations de vitesse des particules a` une “tempe´rature granulaire”. Dans notre
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Fig. 1.5 – Exemples de vortex longitudinaux en hydrodynamique. a) Coupe transverse de
vortex de Go¨rtler (Petitjeans 1992). b) Tourbillons longitudinaux dans une couche limite
turbulente (Aihara 1990).
1.3. ME´CANISME D’INSTABILITE´ 39
e´coulement sur plan incline´ rugueux, la source de mouvement fluctuant est la rugosite´ du
fond. Ainsi, quand l’e´coulement acce´le`re le long du plan, les particules proches de la paroi
sont fortement agite´es a` cause des collisions avec le fond rugueux. Au niveau de la surface
libre en revanche, les particules restent “froides” en raison des collisions ine´lastiques. La
“tempe´rature granulaire” au niveau du fond augmente donc au cours de l’e´coulement ce
qui diminue la densite´ du milieu au niveau du fond (comme dans un gaz mole´culaire, la
densite´ diminue quand la tempe´rature augmente). Il arrive alors un moment ou` la densite´
au niveau du plan est plus basse que la densite´ a` la surface libre, comme le sche´matise
la figure 1.6. L’e´coulement est alors instable sous gravite´ car le fluide lourd se trouve au-
dessus du fluide le´ger, entrainant la formation de rouleaux de convection qui s’alignent
avec l’e´coulement.
Il existe une forte analogie entre le me´canisme que nous proposons et l’instabilite´ de
Rayleigh-Be´nard observe´e quand on chauffe un fluide par dessous. On observe ainsi des
rouleaux de convection longitudinaux quand un fluide s’e´coule le long d’une plaque chauffe´e
(Sparrow & Husar 1969, Jeschke & Beer 2001) (voir figure 1.7). Cependant, dans ce cas la
chaleur est fournie de l’exte´rieur par la plaque dont on fixe la tempe´rature tandis que dans
notre e´coulement granulaire, la chaleur est produite par l’e´coulement lui-meˆme : la surface
rugueuse impose un fort cisaillement qui agite les grains par dessous.
Notre explication de la formation des vortex longitudinaux est base´e sur l’inversion
du profil de densite´. Dans un milieux granulaire, le profil de densite´ re´sulte en re´alite´
d’un e´quilibre complexe entre la gravite´, les collisions et l’ine´lasticite´ et sa pre´diction n’est
pas triviale. Afin d’e´tudier la pertinence de ce me´canisme, nous avons de´cide´ de faire une
analyse de stabilite´ line´aire des e´coulements granulaires sur plan incline´, dans le cadre
de la the´orie cine´tique des milieux granulaires. Cette the´orie contient en effet l’ingre´dient
essentiel du me´canisme d’instabilite´ que nous proposons : le couplage entre la “tempe´rature
granulaire” et l’e´coulement.
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Fig. 1.6 – Me´canisme d’instabilite´.
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Fig. 1.7 – Rouleaux de convection longitudinaux dans un e´coulement de couche limite le
long d’une plaque chauffe´e incline´e (Jeschke & Beer 2001).
1.4. COPIE DE LA LETTRE 41
1.4 Copie de la lettre
42 CHAPITRE 1. EXPE´RIENCE
1.4. COPIE DE LA LETTRE 43
44 CHAPITRE 1. EXPE´RIENCE
45
Chapitre 2
The´orie
Ce chapitre pre´sente une e´tude the´orique de l’instabilite´ en vortex longitudinaux dans
le cadre de la the´orie cine´tique des milieux granulaires. Le but principal de ce travail est
d’e´tudier la pertinence du me´canisme de “convection granulaire” que nous avons propose´
pour expliquer la formation des vortex.
Dans un premier temps, nous faisons une bre`ve introduction a` la the´orie cine´tique des
milieux granulaires, en insistant sur une des caracte´ristiques fondamentales de cette the´orie
a` savoir le couplage entre la “tempe´rature granulaire” et l’e´coulement, duˆ aux collisions
ine´lastiques. Nous discutons e´galement quelques limites de cette the´orie cine´tique. Nous
pre´sentons ensuite l’analyse de stabilite´ line´aire des e´coulements sur plan incline´ dans le
cadre de la the´orie cine´tique. Ce travail est pre´sente´ essentiellement sous la forme d’un
article a` paraˆıtre dans Journal of Fluid Mechanics (Forterre & Pouliquen 2002). Notre
de´marche et les principaux re´sultats de cette e´tude sont re´sume´s dans le paragraphe 2.
2.1 Introduction a` la the´orie cine´tique des milieux
granulaires
La the´orie cine´tique des milieux granulaires a e´te´ de´veloppe´e pour de´crire les e´coulements
rapides et dilue´s (Jenkins & Savage 1983, Haff 1983, Lun et al. 1984, Jenkins & Richman
1985, Sela & Goldhirsch 1998, Brey et al. 1998). Dans ce cas, les interactions entre les
grains sont domine´es par les collisions et on peut faire une analogie entre le milieu granu-
laire et un gaz, le mouvement ale´atoire des grains e´tant l’e´quivalent d’une “tempe´rature
granulaire”. La grande diffe´rence entre un gaz classique et un milieu granulaire est ce-
pendant l’ine´lasticite´ des collisions entre les grains, qui introduit un couplage entre cette
“tempe´rature granulaire” et l’e´coulement moyen. Nous pre´sentons brie`vement ici la the´orie
cine´tique des milieux granulaires et nous discutons certaines de ses limites.
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2.1.1 Equations
La the´orie cine´tique des milieux granulaires s’inspire de la the´orie cine´tique des gaz
mole´culaires denses (Chapman & Cowling 1970). Elle repose sur l’hypothe`se de collisions
binaires instantane´es et du “chaos mole´culaire” a` l’e´chelle microscopique. La diffe´rence
avec le cas des gaz classiques est cependant qu’elle tient compte de la dissipation lors des
collisions ine´lastiques entre les grains. La the´orie cine´tique fournit, a` partir d’une e´quation
de type Bolzmann, un ensemble d’e´quations hydrodynamiques couple´es pour la densite´ ρ,
la vitesse u et la tempe´rature granulaire T , de´finie comme la valeur moyenne des fluctua-
tions de vitesse : T = 1
3
〈δu2〉. En pre´sence de la gravite´, ces e´quations hydrodynamiques
s’e´crivent :
dρ
dt
= −ρ∇.u, (2.1)
ρ
du
dt
= ρg +∇.Σ, (2.2)
3
2
ρ
dT
dt
= Σ :∇u−∇.q− γ, (2.3)
ou` d/dt = ∂/∂t + u.∇. La premie`re e´quation (2.1) est la conservation de la masse. La
seconde e´quation (2.2) vient de la conservation de la quantite´ de mouvement, ou` Σ est
le tenseur des contraintes et g la gravite´. Enfin la troisie`me e´quation (2.3) est l’e´quation
d’e´nergie associe´e aux fluctuations de vitesse. La variation de la tempe´rature granulaire
est controˆle´e par trois termes. Le premier terme Σ : ∇u repre´sente la production d’e´nergie
cine´tique fluctuante due au travail de la contrainte Σ pendant le cisaillement. Le terme
−∇.q, ou` q est le flux d’e´nergie cine´tique fluctuante, repre´sente un terme de conduction
“thermique”. Enfin le terme γ est un terme de perte pour l’e´nergie cine´tique fluctuante, en
raison des collisions ine´lastiques entre les particules. Ce terme n’est pas pre´sent dans les gaz
classiques. Il est responsable du couplage entre la tempe´rature granulaire et l’e´coulement
spe´cifique aux milieux granulaires.
La the´orie cine´tique permet e´galement de connaitre les relations constitutives pour les
flux (Σ, q) et γ en fonction des variables hydrodynamiques ρ, u and T . On introduit
alors, comme pour les gaz classiques, une pression P (ρ,T ), une viscosite´ de cisaillement
η(ρ,T ), une seconde viscosite´ ξ(ρ,T ) et une conductivite´ thermique K(ρ,T ) qui de´pendent
de la densite´ et de la tempe´rature. Par exemple, la viscosite´ de cisaillement est donne´e par
η(ρ,T ) = ρpdf2(ν)
√
T ou` f2 est une fonction de la fraction volumique ν et du coefficient
d’ine´lasticite´ e, ρp est la densite´ d’une particule et d son diame`tre (l’expression exacte des
coefficients de transport est donne´e dans l’article). Dans la limite dilue´e, on retrouve l’ex-
pression classique des gaz parfaits : η ∼ ρl√T ou` l ∼ d/ν est le libre parcours moyen.
La spe´cificite´ des e´coulements granulaires vient du terme de dissipation γ dans l’e´quation
d’e´nergie (2.3), qui est duˆ aux collisions ine´lastiques. Il est assez facile de connaˆıtre la
de´pendance de ce terme vis-a`-vis de la tempe´rature granulaire. Conside´rons un choc bi-
naire entre deux particules de masse m avec une vitesse incidente v. La perte d’e´nergie
cine´tique lors du choc est : δE = (1/2)m(1− e2)v2 ou` e est le coefficient de restitution de
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l’e´nergie (0 < e ≤ 1). La fre´quence des chocs pour une particule e´tant proportionnelle a` la
vitesse d’agitation v, la perte d’e´nergie par unite´ de temps et par unite´ de volume γ est
proportionnelle a` v3 soit ∝ T 3/2. L’expression exacte est donne´e par (voir article) :
γ = ρpf5(ν)
(1− e2)
d
T 3/2, (2.4)
qui s’e´crit γ ∼ ρ(1− e2)T 3/2/l dans la limite dilue´e. Bien entendu, lorsque e = 1 (collision
e´lastique) le terme γ est nul et on retrouve pour l’e´quation d’e´nergie (2.3) l’e´quation clas-
sique de la chaleur en me´canique des fluides.
Nous allons voir comment la pre´sence des pertes ine´lastiques γ entraˆıne un couplage entre
la tempe´rature granulaire et l’e´coulement moyen.
2.1.2 Couplage tempe´rature/e´coulement : exemple du cisaillement
simple
Un moyen simple de comprendre ce couplage “tempe´rature/e´coulement” dans les e´coulements
granulaires rapides est de conside´rer le cas d’un cisaillement simple dans un e´coulement
uniforme (on ne tient pas compte de la gravite´) (figure 2.1) :
ρ = cste,
u = Γ˙ z e
x
,
T = cste.
ou` Γ˙ est le taux de cisaillement constant. Dans ce cas, la conservation de la masse (2.1) est
automatiquement ve´rifie´e et la pression P = −Σzz et la contrainte de cisaillement τ = Σxz
sont constantes, d’apre`s (2.2). Il ne reste donc plus que l’e´quation de l’e´nergie (2.1) qui se
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Fig. 2.1 – Cisaillement simple.
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re´sume a` :
τ
du
dz
= γ. (2.5)
A l’e´quilibre, la production de “chaleur” due au travail des forces de cisaillement est donc
entie`rement compense´e par la perte d’e´nergie due aux collisions ine´lastiques. La valeur de
la tempe´rature granulaire est fixe´e par cet e´quilibre entre production et dissipation. En
effet, on a τ = η(du/dz) ∝ √T Γ˙ et γ ∝ (1− e2)T 3/2 (voir 2.4). L’e´quilibre entre l’e´nergie
fournie par le cisaillement et les pertes ine´lastiques (2.6) impose donc :
T = d2
f2(ν)
f5(ν)
Γ˙2
(1− e2) , (2.6)
ou` encore T ∼ l2Γ˙2/(1− e2) dans la limite dilue´e. La valeur de la tempe´rature granulaire
a` l’e´quilibre est donc entie`rement fixe´e par le taux de cisaillement Γ˙ et le coefficient de
restitution ine´lastique e. Quand on cisaille le milieu, la tempe´rature granulaire augmente
jusqu’a` ce que la production de chaleur par le cisaillement soit exactement compense´e par
les pertes ine´lastiques.
Cette de´pendance de la tempe´rature avec l’e´coulement implique un comportement rhe´ologique
non line´aire a` l’e´chelle macroscopique, bien que la relation locale entre contraintes et
de´formations soit newtonienne. En effet, on a τ = η Γ˙ ∝ √T Γ˙ et P ∝ T (comme dans
un gaz, la pression est proportionnelle a` la tempe´rature). En utilisant l’expression de la
tempe´rature granulaire en fonction du taux de cisaillement (2.6), on trouve donc :
τ ∝ Γ˙2, (2.7)
P ∝ Γ˙2. (2.8)
La contrainte de cisaillement τ varie donc de fac¸on quadratique avec le taux de cisaillement.
De plus, il apparaˆıt une contrainte normale dans le syste`me qui est elle aussi proportion-
nelle au carre´ du taux de cisaillement. Physiquement, ce re´sultat vient simplement du fait
qu’un cisaillement augmente la tempe´rature et donc la viscosite´ de l’e´coulement. Il faut
donc appliquer une contrainte plus importante que dans un fluide newtonien pour main-
tenir un taux de cisaillement donne´. De meˆme, l’e´chauffement lors du cisaillement induit
une augmentation de pression quand on maintient le volume du milieu constant.
Une conse´quence inte´ressante de ces relations est que le rapport entre la contrainte tangen-
tielle τ et la contrainte normale P est inde´pendant du taux de cisaillement : τ/P = cste.
L’e´coulement granulaire se comporte donc a` l’e´chelle macroscopique comme un milieu
frottant de type coulombien, bien que les interactions entre grains soient purement col-
lisionnelles. D’un point de vue dimensionnel, cette relation vient simplement du fait que
pour un cisaillement a` volume constant, le seul temps caracte´ristique est donne´ par Γ˙−1
(cela n’est plus vrai a` pression constante, la pression offrant une seconde e´chelle de temps).
C’est par des arguments similaires que Bagnold a interpre´te´ sa fameuse expe´rience de 1954
sur la rhe´ologie des suspensions denses (Bagnold 1954). Dans cette expe´rience, un me´lange
de fluide visqueux et de particules isodensite´s remplit une cellule de cisaillement a` volume
constant. Pour des taux de rotation importants, Bagnold observe une transition entre un
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re´gime visqueux et un re´gime “collisionnel” ou` le couple augmente quadratiquement avec
le taux de rotation, avec de plus l’apparition d’une “pression de dispersion” 1 .
L’exemple du cisaillement simple uniforme illustre bien le couplage entre la tempe´rature
granulaire et l’e´coulement moyen dans la the´orie cine´tique des milieux granulaires. D’une
part, la valeur de la tempe´rature granulaire re´sulte d’un e´quilibre entre le travail des forces
de cisaillement et les pertes ine´lastiques. D’autre part, la tempe´rature granulaire re´troagit
sur l’e´coulement via la de´pendance en tempe´rature de la pression et des coefficients de
transport (viscosite´, conductivite´ thermique).
2.1.3 Limites de la theorie cine´tique
La the´orie cine´tique des milieux granulaires a e´te´ de´veloppe´e dans sa premie`re forme
pour des milieux relativement dilue´s et pour des collisions quasi-e´lastiques (e ∼ 1). Nous
discutons ici brie`vement ces deux limites.
La premie`re limite de la the´orie cine´tique concerne les hautes densite´s, quand la fraction
volumique du milieu s’approche de la fraction volumique maximale d’un empilement de
sphe`res dures. Dans ce cas, il apparaˆıt des corre´lations entre les particules et l’e´quation
classique de Boltzmann doit eˆtre modifie´e. Une premie`re modification de l’e´quation de
Boltzmann est de´ja` prise en compte dans la version “classique” de la the´orie cine´tique des
milieux granulaires. En effet, les pionniers de cette the´orie (Savage & Jeffrey 1981, Jen-
kins & Savage 1983, Haff 1983) se sont directement inspire´s de la the´orie d’Enskog (1921)
des gaz mole´culaires denses, qui tient compte du transport spatial instantane´ sur la taille
du grain de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie au cours du choc entre deux sphe`res
dures. Il apparaˆıt alors dans le tenseur des contraintes et le flux de chaleur une contribution
collisionnelle en plus du transport cine´tique des gaz dilue´s. Cette contribution collisionnelle
est d’ailleurs dominante a` haute densite´.
Pour des fractions volumiques encore plus grandes (i.e. de l’ordre de la fraction volu-
mique maximale), il apparait des corre´lations de vitesse importantes entre les particules.
Le de´placement d’une particule implique en effet un mouvement collectif autour d’elle
comme le sche´matise la figure 2.2. Ces corre´lations de vitesse ne sont pas du tout prises
en compte par la the´orie cine´tique, qui repose sur l’hypothe`se de “chaos mole´culaire”. Des
the´ories re´centes tentent de mode´liser ces mouvements collectifs au voisinage de la densite´
critique en s’inspirant des travaux sur les verres et les gaz de sphe`res dures a` tre`s haute den-
site´ (Bocquet et al. 2002). On obtient alors des e´quations hydrodynamiques tre`s analogues
a` celles de la the´orie cine´tique, la diffe´rence principale e´tant une de´pendance “anormale”
de la viscosite´ vis-a`-vis de la densite´.
La deuxie`me limite de la the´orie cine´tique est plus fondamentale et concerne la dis-
sipation lors des collisions entre les grains. En effet, l’ine´lasticite´ des collisions entraine
1. Signalons qu’un article re´cent re´interpre`te les donne´es de l’expe´rience de Bagnold diffe´remment (Hunt
et al. 2002).
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Fig. 2.2 – Mouvement collectif quand la densite´ approche la densite´ maximale d’un empi-
lement de sphe`res dures.
une absence de se´paration d’e´chelles claire entre l’e´chelle des particules et l’e´chelle de
l’e´coulement, quelle que soit la densite´ du milieu. Pour le montrer, nous allons nous placer
dans la limite dilue´e et suivre un argument donne´ par Goldhirsch (1999). Il y a se´paration
nette entre l’e´chelle microscopique et macroscopique quand les variations spatiales et tem-
porelles de l’e´coulement sont grandes devant le libre parcours moyen l et le temps τ0 entre
deux collisions. Dans l’exemple du cisaillement simple que nous avons pre´sente´, la variation
de la vitesse macroscopique u sur la distance du libre parcours moyen l est simplement
Γ˙ l. Cette variation peut eˆtre conside´re´e comme petite si elle est tre`s faible devant la vi-
tesse d’agitation des grains v =
√
T . La condition de variation lente du champ de vitesse
sur le libre parcours moyen est donc Γ˙ l/
√
T  1. En utilisant l’expression (2.6) qui re-
lie la tempe´rature granulaire au taux de cisaillement dans le re´gime dilue´, on trouve que
l’e´coulement varie lentement a` l’e´chelle du libre parcours moyen si :
√
1− e2  1. (2.9)
Pour que cette ine´galite´ soit ve´rifie´e, il faut que e ∼ 1, c’est-a`-dire que les collisions soient
pratiquement e´lastiques (avec e = 0.9 on a de´ja`
√
1− e2 = 0.44 ce qui n’est pas ne´gligeable).
On obtient le meˆme type de condition si on s’inte´resse au temps τ0 entre deux collisions. Ce
temps microscopique a pour valeur τ0 = l/v = l/
√
T tandis que le temps macroscopique
lie´ au cisaillement est donne´ par Γ˙−1. Le rapport entre ces deux temps, τ0/Γ˙
−1, est donc
lui aussi proportionnel a`
√
1− e2.
Ces arguments dimensionnels montrent qu’il n’y a pas de se´paration nette entre l’e´chelle du
grain et l’e´chelle hydrodynamique dans les gaz granulaires, sauf pour des collisions quasi-
e´lastiques. Des the´ories re´centes cherchent a` e´tendre la validite´ de la the´orie cine´tique pour
des collisions fortement ine´lastiques, en de´veloppant syste´matiquement les e´quations de
transport en fonction des petits parame`tres  = 1 − e2 et K = l/L, ou` L est l’e´chelle
de l’e´coulement. Il apparaˆıt alors des termes supple´mentaires dans les e´quations constitu-
tives (voir par exemple la fermeture de Sela & Goldhirsch 1998). Cependant, il n’est pas
suˆr qu’une telle de´marche soit pertinente pour les e´coulements granulaires rapides. D’une
part, les expressions trouve´es sont d’une complexite´ quasi-inextricable. D’autre part, elles
ne tiennent pas compte des proble`mes fondamentaux lie´s a` l’effondrement ine´lastique : si
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l’e´nergie injecte´e dans le syste`me n’est pas suffisante, le milieu peut s’effondrer sur lui-
meˆme et quitter le re´gime collisionnel (voir l’introduction).
La the´orie cine´tique des milieux granulaires est donc d’application limite´e et fait l’ob-
jet d’une recherche encore active afin d’e´tendre son domaine de validite´. Des expe´riences
mode`les et des simulations nume´riques ont malgre´ tout montre´ qu’elle permet de de´crire
qualitativement les e´coulements granulaires dans le re´gime rapide et dilue´ (Campbell 1990,
Azanza et al. 1999, Reydellet et al. 2000). De plus, cette the´orie contient la principale
caracte´ristique des gaz granulaires qui est le couplage entre l’agitation des grains et le ci-
saillement moyen duˆ a` l’ine´lasticite´ des collisions. Ce couplage e´tant au coeur du me´canisme
d’instabilite´ que nous proposons, une analyse de stabilite´ base´e sur cette the´orie doit pou-
voir de´crire, au moins qualitativement, la formation des vortex longitudinaux.
2.2 Analyse de stabilite´ line´aire des e´coulements ra-
pides sur plan incline´ : pre´sentation de l’article
Dans ce paragraphe, nous donnons un re´sume´ de l’analyse de stabilite´ line´aire des
e´coulements sur plan incline´ que nous avons faite dans le cadre de la the´orie cine´tique des
milieux granulaires, afin d’expliquer la formation des vortex longitudinaux. L’ensemble des
calculs et des re´sultats, ainsi qu’une discussion plus approfondie, peuvent eˆtre trouve´s dans
l’article intitule´ Stability analysis of rapid granular chute flows: formation of longitudinal
vortices (Forterre & Pouliquen 2002) que nous reproduisons a` la fin du chapitre.
2.2.1 Choix des e´quations et des conditions aux limites
Nous avons choisi la relation de fermeture “classique” de Lun et al. (1984) pour relier
les contraintes, le flux de chaleur et la dissipation ine´lastique aux variables hydrodyna-
miques (voir l’article). Des mode`les plus re´cents ont e´te´ propose´s pour tenir compte de
corrections supple´mentaires dues a` l’ine´lasticite´ et aux forts gradients de vitesse. Cepen-
dant ces e´quations sont toujours en de´veloppement et compliquent conside´rablement les
lois constitutives (qui n’en n’ont d’ailleurs pas besoin).
Les e´quations de la the´orie cine´tique de Lun et al. contiennent deux parame`tres : le co-
efficient de restitution ine´lastique e et la fraction volumique maximale de l’e´coulement
νm. Ce dernier parame`tre intervient dans la fonction de distribution radiale g0(ν), qui
repre´sente la probabilite´ de trouver deux particules en contact. Dans toute l’e´tude nous
prenons νm = 0.6.
Afin d’e´tudier the´oriquement les e´coulements sur plan incline´ rugueux, nous devons
spe´cifier des conditions aux limites pour ρ, u et T au niveau du plan et a` la surface libre.
Contrairement aux cas des fluides classiques, la vitesse d’un e´coulement granulaire dilue´
ne s’annule pas ne´cessairement a` une paroi solide. Il existe donc une vitesse de glissement
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au niveau du plan, qui contribue au travail des forces de cisaillement. Le plan rugueux
peut donc agir comme une source de “chaleur”, si la production d’e´nergie associe´e a` cette
vitesse de glissement est plus grande que les pertes par collisions ine´lastiques avec le plan.
Les conditions aux limites pour les e´coulements granulaires rapides ont fait l’objet de
nombreux travaux (Hui et al. 1984, Jenkins & Richman 1986, Johnson et al. 1990, Gold-
hirsch 1999). Nous avons choisi l’approche heuristique de Johnson et al. , qui calculent la
contrainte et le flux de chaleur au niveau du plan a` partir d’un bilan sur les collisions entre
les particules et la paroi. On obtient alors deux conditions aux limites qui permettent
de relier la vitesse de glissement et la tempe´rature, au niveau du plan, au gradient de
vitesse et au flux de chaleur. Le point important est que le syste`me ajuste lui-meˆme la
tempe´rature et la vitesse a` la paroi de manie`re a` ve´rifier ces deux conditions aux limites.
Si ce choix de condition aux limites est pertinent, car il prend en compte le couplage
cisaillement/tempe´rature a` la paroi due aux collisions, on sait en revanche qu’il ne de´crit
pas correctement la re´alite´. Des expe´riences ont mis en e´vidence une structuration locale
de l’e´coulement pre`s de la paroi qui n’est pas prise en compte ici (Azanza 1998).
Au niveau de la surface libre, les contraintes et le flux de chaleur doivent s’annuler. Il y a
deux me´thodes diffe´rentes pour traiter ces conditions a` la surface libre. La premie`re est de
de´finir a priori une e´paisseur finie h pour l’e´coulement. Dans ce cas, la densite´ ne s’annule
pas a` la surface libre et il est difficile d’annuler la contrainte. L’autre solution, que nous
avons adopte´e, est d’imposer aux contraintes et au flux de chaleur de s’annuler a` l’infini.
La densite´ tend alors vers ze´ro a` l’infini. L’e´paisseur de l’e´coulement h est alors de´finie a
posteriori par l’allure du profil de densite´.
2.2.2 Analyse de stabilite´ line´aire
Notre but est de faire une analyse de stabilite´ line´aire des e´coulements sur plan incline´.
La de´marche que nous avons employe´e pour faire cette e´tude est classique (Chandrasekhar
1961, Drazin & Reid 1981). La premie`re e´tape est de chercher un e´tat de base, c’est-a`-dire
de chercher des solutions stationnaires uniformes sous la forme :

ν(x,y,z,t) = ν0(z),
u(x,y,z,t) = u0(z)x,
T (x,y,z,t) = T0(z).
(2.10)
ou` ν est la fraction volumique, u la vitesse et T la tempe´rature granulaire de l’e´coulement
(voir figure 2.3 pour les notations). Cet e´coulement doit e´galement ve´rifier les conditions
aux limites au niveau du plan et a` la surface libre. On obtient alors un syste`me d’e´quations
diffe´rentielles non line´aires que l’on re´sout nume´riquement par une me´thode de tir, les deux
parame`tres de controˆle e´tant l’angle d’inclinaison du plan θ et la densite´ moyenne ν¯ (voir
l’article pour une discussion de´taille´e du choix des parame`tres de controˆle).
Le principal re´sultat de cette e´tude des e´coulements stationnaires uniformes est qu’il existe
des e´coulements dont le profil de densite´ est inverse´ i.e. la densite´ est plus faible au niveau du
fond que pre`s de la surface libre. Ces profils de densite´ sont observe´s quand la chaleur four-
nie au niveau du plan par le cisaillement et le refroidissement duˆ aux collision ine´lastiques
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a` la surface libre cre´ent un gradient de tempe´rature suffisant pour contrebalancer la gravite´.
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Fig. 2.3 – Notations pour l’analyse de stabilite´ line´aire.
La seconde e´tape consiste a` e´tudier la stabilite´ line´aire de ces e´coulements station-
naires uniformes. L’existence de profils de densite´ inverse´s est de fac¸on e´vidente un facteur
de´stabilisant sous gravite´. Cependant, la gravite´ doit surmonter les effets stabilisants dus
a` la viscosite´ et a` la conductivite´ thermique. Dans un e´coulement granulaire, le profil de
densite´, la viscosite´ et la conductivite´ thermique sont couple´s a` l’e´coulement et il n’est pas
e´vident a priori de pre´dire une instabilite´.
Cette e´tude s’inte´resse a` la formation de vortex longitudinaux, nous avons donc restreint
notre analyse a` des e´coulements invariants selon la direction longitudinale (direction−x).
L’e´coulement (ν, u, v, w, T ) est alors perturbe´ autour de l’e´tat de base (ν0, u0, T0) sous la
forme :
ν = ν0(z) + ν1(y,z,t),


u = u0(z) + u1(y,z,t)
v = v1(y,z,t)
w = w1(y,z,t)
, T = T0(z) + T1(y,z,t), (2.11)
ou` ν1, (u1,v1,w1) et T1 sont respectivement les perturbations de densite´, de vitesse et de
tempe´rature. On line´arise ensuite les e´quations autour de l’e´tat de base en cherchant pour
les perturbations des solutions en modes normaux de la forme :
(ν1,u1,v1,w1,T1) = <e
[(
νˆ(z),uˆ(z),vˆ(z),wˆ(z),Tˆ (z)
)
eσt+iky
]
. (2.12)
Nous avons e´tudie´ la stabilite´ temporelle de l’e´coulement. Le taux de croissance σ est donc
complexe tandis que le nombre d’onde k est suppose´ re´el. L’e´coulement de base (ν0, u0, T0)
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est instable vis-a`-vis d’une perturbation transverse de nombre d’onde k si la partie re´elle
du taux de croissance, <e(σ), est positive.
Cette analyse de stabilite´ line´aire tridimensionnelle des e´coulements sur plan incline´
conduit a` un syste`me de 5 e´quations diffe´rentielles ordinaires line´aires : une d’ordre un
pour la conservation de la masse, trois d’ordre deux pour la quantite´ de mouvement et une
d’ordre deux pour l’e´nergie. Il y a de plus 9 conditions aux limites au niveau du plan et
a` la surface libre. Ce syste`me constitue un proble`me aux valeurs propres. Pour un e´tat de
base (ν0, u0, T0) et un nombre d’onde k donne´, il existe une solution non identiquement
nulle uniquement pour certaines valeurs du taux de croissance σ.
Pour re´soudre ce syste`me, nous avons utilise´ une me´thode de collocation spectrale de
Chebychev (Gottlieb et al. 1984) (voir l’article partie 4). Le principe de cette me´thode est
de discre´tiser le syste`me d’e´quations diffe´rentielles sur une base approprie´e de fac¸on a` se
ramener a` un proble`me alge´brique du type :
AXˆ = σBXˆ . (2.13)
Ici, les matrices A et B de´pendent de l’e´tat de base et du nombre d’onde k. Les valeurs
propres σ de ce syste`me permettent alors d’avoir acce`s aux taux de croissance tandis que
les vecteurs propres X donnent les fonctions propres des perturbations de densite´, de vi-
tesse et de tempe´rature associe´es au taux de croissance σ.
2.2.3 Principaux re´sultats et discussion
Cette analyse de stabilite´ line´aire reproduit les principales caracte´ristiques de l’insta-
bilite´ en vortex longitudinaux. Tout d’abord, notre analyse montre que les e´coulements
stationnaires uniformes peuvent eˆtre instable vis-a`-vis de perturbations transverses. L’ori-
gine physique de l’instabilite´ est l’inversion du profil de densite´, qui provient du cisaille-
ment a` la base qui chauffe l’e´coulement par le bas et des pertes ine´lastiques dans le mi-
lieu. La structure de l’e´coulement instable est constitue´e de vortex longitudinaux avec des
variations d’e´paisseur, de vitesse et de densite´ en accord qualitatif avec les observations
expe´rimentales. Comme observe´ dans l’expe´rience, la vitesse des particules dans la direc-
tion longitudinale est plus grande au niveau des creux qu’au niveau des bosses. La meˆme
variation a lieu pour la densite´ moyenne : les creux sont denses et les bosses sont dilue´es.
Enfin l’instabilite´ se´lectionne une longueur d’onde au seuil qui est de l’ordre de 2− 3 fois
l’e´paisseur moyenne de l’e´coulement, en accord avec les observations.
Un autre re´sultat de cette analyse est que l’instabilite´ peut eˆtre stationnaire (i.e. =m(σ)= 0)
ou propagative (=m(σ)6= 0) selon les parame`tres de controˆle. Quand l’instabilite´ est pro-
pagative, la vitesse de phase dans la direction transverse a` l’e´coulement est de l’ordre
de grandeur de la vitesse de phase observe´e expe´rimentalement. Cependant, la the´orie
pre´dit e´galement une transition entre une instabilite´ stationnaire et propagative qui n’est
pas observe´e expe´rimentalement. La vitesse de phase observe´e expe´rimentalement est plus
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vraisemblablement relie´e a` la tre`s le´ge`re inclinaison de la structure dans l’expe´rience. Cette
inclinaison n’est pas prise en compte dans cette e´tude, puisque nous avons restreint notre
analyse a` des perturbations purement transverses (kx = 0, ky 6= 0). Il serait inte´ressant
d’e´tudier la stabilite´ des e´coulements stationnaires uniformes quand une petite perturba-
tion dans la direction longitudinale (kx << 1) est ajoute´e en plus de la perturbation ky.
Cela devrait donner naissance a` une vitesse de phase pour l’ensemble des parame`tres.
L’accord entre la the´orie et l’expe´rience est uniquement qualitatif. Des diffe´rences entre
les pre´dictions de la the´orie cine´tique et l’expe´rience existent concernant les angles d’incli-
naisons pour lesquels on observe l’instabilite´. Ce de´saccord n’est pas surprenant puisque
l’expe´rience a lieu pour un e´coulement mince (une dizaine de tailles de particule), dans un
re´gime semi-dilue´ et utilise des particules relativement ine´lastiques (e ∼ 0.8). Nous sommes
donc au-dela` du domaine de validite´ strict de la the´orie cine´tique. Cependant cette e´tude
montre la pertinence du raisonnement sur les collisions pour les e´coulements granulaires
rapides et met en e´vidence le roˆle fondamental que la dissipation peut jouer sur la stabilite´
des e´coulements.
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Deuxie`me partie
Instabilite´ dans les e´coulements
denses : Ondes de surface
Les e´coulements granulaires rapides et dilue´s de´crits dans la premie`re partie de la
the`se s’observent tant que l’e´nergie injecte´e dans le syste`me est suffisante pour vaincre la
dissipation lors des collisions ine´lastiques. Sur plan incline´ rugueux, ce re´gime est obtenu
lorsque le plan est fortement incline´. Cependant, pour des pentes plus proches du seuil
d’e´coulement, l’e´nergie injecte´e par la gravite´ ne suffit pas a` maintenir un re´gime collisionnel
entre les grains. On observe alors un e´coulement de type “liquide” au sein duquel les
contacts entre particules sont de longue dure´e, la fraction volumique du milieu e´tant proche
de celle d’un empilement statique laˆche. Dans ce re´gime dit dense, les grains interagissent a`
la fois par friction et par collisions et la the´orie cine´tique, du moins dans sa forme originale
que nous avons expose´e auparavant, n’est plus valable.
Nous ne posse´dons pas a` ce jour d’e´quations constitutives pour de´crire les e´coulements
granulaires dans le re´gime dense et une meilleure compre´hension de leur proprie´te´s est
donc ne´cessaire. C’est dans ce cadre que se situe la seconde partie de la the`se, qui e´tudie
une instabilite´ d’onde de surface observe´e dans ce re´gime d’e´coulement dense.
Sous certaines conditions et pour certains mate´riaux, la surface de l’e´coulement sur un
plan incline´ rugueux ne reste pas plane mais forme des ondes qui prennent la forme de
vagues (figure 4). Comprendre le me´canisme de formation de ces ondes ainsi que leurs
caracte´ristiques devrait nous renseigner sur les proprie´te´s des e´coulements denses.
Fig. 4 – Vue d’ensemble de l’e´coulement montrant les ondes de surface. l’e´coulement est
dirige´ vers le bas ; la largeur du plan est de 70 cm. (sable de diame`tre 0.8 mm, θ =34◦,
h =4.6 mm).
Re´cemment, une approche hydrodynamique a e´te´ de´veloppe´e pour de´crire les e´coulements
granulaires sur plan incline´ (voir introduction). Cette approche consiste a` e´crire des e´quations
moyenne´es dans l’e´paisseur (e´quations de St Venant). On s’affranchit alors de la description
a` l’inte´rieur de la couche en e´coulement, la seule inconnue e´tant la contrainte qui de´crit
l’interaction entre la couche et le fond rugueux. De re´centes expe´riences ont permis de pro-
poser une loi de friction empirique qui peut eˆtre utilise´e dans ce cadre (Pouliquen 1999a).
Cette loi a e´te´ teste´e pour pre´dire l’e´talement d’une masse granulaire constitue´e de billes
de verre sur un plan rugueux (Pouliquen & Forterre 2002).
Les e´quations de St Venant pre´disent-elles l’existence d’une instabilite´ en onde plane pour
les milieux granulaires? Auquel cas, les ondes pre´dites correspondent-elles a` celles que nous
observons? La loi de friction empirique propose´e permet-elle de pre´dire quantitativement
les caracte´ritiques de l’instabilite´? Ce sont ces questions qui ont motive´ notre travail.
Dans un premier temps, nous pre´sentons au chapitre 1 les observations expe´rimentales
pre´liminaires qui ont attire´ notre attention sur ce proble`me. Dans le chapitre 2, nous
pre´sentons succintement d’autres syste`mes pre´sentant des instabilite´s en onde de surface
dans les e´coulements sur pentes. Le chapitre 3 sera consacre´ a` l’e´tude de stabilite´ line´aire
des e´coulements granulaires sur plan incline´ dans le cadre des e´quations de St Venant.
Nous verrons que cette e´tude soule`ve de nombreuses questions au regard des re´sultats
pre´liminaires (chapitre 4), appelant des expe´riences plus pre´cises et pousse´es. Le chapitre
5 pre´sente en de´tail notre de´marche expe´rimentale de caracte´risation de l’instabilite´ par
forc¸age des ondes. Les re´sultats des mesures serons ensuite expose´s et compare´s avec la
the´orie pour deux mate´riaux : des billes de verre monodisperses (chapitre 6) et du sable
(chapitre 7).
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Chapitre 1
Instabilite´s en ondes de surface :
re´sultats pre´liminaires
En faisant couler du sable sur un plan incline´ rugueux, nous avons observe´ la for-
mation d’ondes de surface de grande longueur d’onde se propageant dans la direction de
l’e´coulement (figure 4). Ces ondes apparaissent d’abord en amont de l’e´coulement sous la
forme d’ondes bidimensionelles. Elles s’amplifient ensuite rapidement avant de se de´former
dans la direction transverse sous l’effet d’instabilite´s secondaires.
Les ondes sature´es ont un profil fortement non line´aire comme le montre la figure 1.1a,
qui donne les variations d’e´paisseur de la couche en e´coulement mesure´es en utilisant une
nappe laser. La forme des ondes est dissyme´trique avec un front avant relativement raide
et une queue e´tale´e. La pre´sence des ondes module donc l’e´paisseur de l’e´coulement autour
d’une valeur moyenne h. On remarque sur la figure 4 que la longueur d’onde λ de ces
modulations de la surface libre n’est pas bien de´finie. Typiquement, la longueur d’onde
naturelle se´lectionne´e en amont du plan e´volue rapidement en interagissant avec les autres
front d’onde et λ augmente le long du plan. Cette longueur d’onde est cependant toujours
tre`s grande par rapport a` l’e´paisseur moyenne de l’e´coulement. Ainsi, sur l’exemple de la
figure 1.1a, λ ∼ 20 cm tandis que h ∼ 5 mm.
Pour des e´coulements fortement instables, l’amplitude ∆a des ondes sature´es peut devenir
comparable a` l’e´paisseur moyenne de la couche en e´coulement. C’est le cas sur la figure
1.1a ou` l’amplitude des ondes ∆a =1.2 mm tandis que l’e´paisseur moyenne h = 4.6 mm.
Plus loin en aval de l’e´coulement, les de´formations de la surface libre peuvent eˆtre alors
telles que la hauteur de l’e´coulement atteint par endroits la hauteur minimale d’e´coulement
du mate´riau a` cet angle. Dans ce cas, l’e´coulement se produit de manie`re discontinue, la
vitesse des grains s’annulant entre deux fronts d’onde. Dans ces re´gimes tre`s instables, le
de´pot restant sur le plan rugueux apre`s un e´coulement porte la trace des ondes comme le
montre la figure 1.2. Lorsque l’e´coulement s’arreˆte, les ondes ont tendance a` se figer et a`
laisser un relief sur le de´poˆt.
De fac¸on ge´ne´rale, la vitesse de propagation c des ondes de surface est plus grande que
la vitesse moyenne u de l’e´coulement, comme le montre le diagramme spatio-temporel
pre´sente´ sur la figure 1.1b. Pour obtenir ce diagramme, nous avons ouvert subitement l’ali-
88 CHAPITRE 1. RE´SULTATS PRE´LIMINAIRES
0
10
0 55
5 cm
1 mm
PSfrag replacements
a)
b)
t (s)
x (cm)
Fig. 1.1 – a) Profil des ondes de surface mesure´ en projetant sur la surface de l’e´coulement
une nappe laser en incidence rasante : λ =19 cm et ∆a =1.2 mm. Noter que l’echelle
verticale est fortement dilate´e par rapport a` l’e´chelle horizontale. b) Diagramme spatio-
temporel de l’e´coulement montrant le front mate´riel de l’e´coulement (traits pointille´s larges)
et les ondes de surface (traits pointille´s fins). La vitesse du front est u = 6.5 m/s et la vitesse
de propagation des ondes est c = 19.2 m/s (sable de diame`tre 0.8 mm, θ =34◦, h =4.6
mm).
mentation en sable. Un front mate´riel se propage alors le long de la pente et l’instabilite´
en ondes se de´veloppe derrie`re. Le diagramme spatio-temporel montre la propagation du
front mate´riel le long de la pente (trait pointille´ large) qui nous renseigne sur la vitesse
moyenne de l’e´coulement. Les lignes qui apparaissent derrie`re le front sont la signature de
la propagation des ondes de surface. On constate qu’elles rattrapent le front mate´riel, la
vitesse des ondes vallant environ trois fois celle de l’e´coulement moyen.
Afin de mieux comprendre la formation de ces ondes de surface, nous avons dans un
premier temps e´tabli un diagramme de stabilite´ qualitatif dans l’espace des phases (θ, h)
en jugeant “a` l’oeil nu” de la pre´sence ou non des ondes lors de l’e´coulement. Les re´sultats
sont rassemble´s sur la figure 1.3 dans le cas de sable de diame`tre 0.8 mm.
L’observation la plus frappante est que les ondes sont d’autant plus visibles que l’on se
trouve proche du seuil d’e´coulement (faibles e´paisseurs et petits angles). L’e´coulement est
alors fortement instable et on observe des ondes tridimensionnelles de grande amplitude
qui apparaissent rapidement a` la sortie du re´servoir. Cette situation correspond aux ondes
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Fig. 1.2 – Allure du de´poˆt laisse´ par un e´coulement dans un cas tre`s instable (sable de
diame`tre 0.25 mm, θ =36◦).
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Fig. 1.3 – Diagramme de stabilite´ qualitatif pour le sable de diame`tre 0.8 mm. La partie
hachure´e correspond au domaine de l’espace des phases ou` l’on observe des ondes sur le
plan incline´.
pre´sente´es au de´but de ce chapitre sur la figure 4. Lorsqu’on augmente l’e´paisseur de la
couche de grain (a` angle fixe´), la distance d’apparition des ondes le long du plan augmente,
les fronts d’onde sont moins de´forme´s et l’amplitude des ondes diminue. Enfin, pour des
90 CHAPITRE 1. RE´SULTATS PRE´LIMINAIRES
grandes e´paisseurs (c’est-a`-dire pour des vitesses e´leve´es), les ondes semblent disparaˆıtre
et l’e´coulement semble devenir stable.
Ces observations ont e´te´ faites avec du sable de diame`tre 0.8 mm. Nous avons e´galement
re´alise´ des expe´riences avec du sable de diame`tre 0.25 mm ayant une forme diffe´rente de
celle du gros sable et observe´ la meˆme phe´nome´nologie. En revanche, nous n’avons observe´
aucune onde dans les e´coulements de billes de verre de 0.5 mm de diame`tre. L’absence de
de´formation notable de la surface libre est d’ailleurs ce qui a permis une e´tude pre´cise et
quantitative des e´coulements stationnaires uniformes dans le cas des billes de verre (Pou-
liquen 1999a).
Les premie`res observations qualitatives montrent donc que des ondes de surface peuvent
spontane´ment se de´velopper dans les e´coulements de certains milieux granulaires secs.
Or la formation de structures de grande longueur d’onde est bien connue dans le cas
d’e´coulements a` surface libre de fluides classiques (ondes de Kapitza ou Roll waves). Une
question importante est de savoir si cette ressemblance est fortuite ou si le me´canisme
d’instabilite´ a` l’oeuvre dans les deux cas est le meˆme. Avant de nous attaquer a` ce proble`me,
nous pre´sentons dans le chapitre suivant une revue succincte des e´tudes sur les ondes de
surface pour les fluides classiques.
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Chapitre 2
Ondes de surface dans les
e´coulements sur pente
L’apparition d’une instabilite´ en onde de surface de grande longueur d’onde dans les
e´coulement sous gravite´ est un phe´nome`ne commun a` de nombreux fluides. Nous pre´sentons
dans ce chapitre une bre`ve revue des diffe´rentes situations ou` l’on peut rencontrer ces ondes,
avant de pre´senter le me´canisme d’instabilite´ a` l’origine de leur formation.
2.1 Etude bibliographique
2.1.1 Ondes de Kapitza et Roll waves
La formation d’ondes dans les e´coulement de films liquides sur plan incline´ est un
phe´nome`ne classique qui peut s’observer tre`s facilement. Par jour de pluie par exemple,
l’eau qui ruisselle sur un trottoir en pente pre´sente souvent cette instabilite´ et l’on observe
alors de tre`s belles ondes de longueur d’onde grande par rapport a` l’e´paisseur du film d’eau
en e´coulement. Ces ondes dans les e´coulements laminaires de fluides visqueux sont souvent
appele´es “ondes de Kapitza” par re´fe´rence aux travaux pionniers de Kapitza & Kapitza
1949 sur la stabilite´ des films minces tombants. Depuis ces travaux, les e´coulements de films
minces sur plan incline´ ont fait l’objet de nombreuses e´tudes expe´rimentales et the´oriques
(voir les revues de Chang 1994 et de Oron et al. 1997). Une des motivations de ces re-
cherches est l’importance dans l’industrie des films liquides, qui interviennent par exemple
dans les processus de lubrification ou de transfert de chaleur. D’un point de vue plus fon-
damental, l’e´coulement d’un film mince sur pente constitue un syste`me mode`le dans le
cadre de la the´orie du chaos spatio-temporel. En effet, la dynamique du film pre´sente une
se´rie de bifurcations bien de´finies, partant de l’instabilite´ primaire en ondes longues jusqu’a`
l’apparition d’instabilite´s tridimensionnelles et de de´sordre spatio-temporel. Pour des films
minces, ces instabilite´s se produisent de plus a` nombre de Reynolds relativement bas ce qui
entraˆıne une grande cohe´rence de l’e´coulement. Il est alors possible d’e´liminer une partie
des variables internes de l’e´coulement et la dynamique du film est en grande partie asservie
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a` l’e´volution de la surface libre de l’e´coulement.
L’instabilite´ primaire des films minces a e´te´ e´tudie´e expe´rimentalement avec pre´cision
par Liu et al. 1993. En forc¸ant l’instabilite´, ils ont montre´ que cette instabilite´ est convec-
tive et apparaˆıt pour un nombre de Reynolds critique e´gal a` (5/6) cot θ, ou` θ est l’angle
d’inclinaison du plan, en accord les pre´dictions the´oriques base´es sur l’e´quation de Orr-
Sommerfeld (Benjamin 1957, Yih 1963). Pre`s du seuil d’instabilite´, la capillarite´ et la
viscosite´ se´lectionnent la longueur d’onde la plus instable. A mesure que l’on se rapproche
du seuil, cette longueur d’onde augmente jusqu’a` tendre vers l’infini pour un nombre de
Reynolds e´gal au nombre de Reynolds critique. On dit dans ce cas que l’instabilite´ est a`
nombre d’onde k =0. Graˆce a` leur dispositif de forc¸age, Liu et al. ont e´galement pu mesurer
la relation de dispersion line´aire et observer la saturation non-line´aire de ces ondes. Plus
loin en aval de l’e´coulement, les fronts d’onde se raidissent et les ondes bidimensionnelles
sont le sie`ge d’instabilite´s secondaires donnant lieu a` une phe´nome´nologie complexe. On
peut observer des modifications de la longueur d’onde par interactions entre modes, l’ap-
parition d’ondes solitaires ou bien des instabilite´s tridimensionnelles en forme de chevrons
(Liu et al. 1995).
Fig. 2.1 – Roll waves dans un de´versoir de barrage (Reddin, Californie, USA).
La formation d’ondes de surface se rencontre e´galement dans le cas d’e´coulements tur-
bulents a` surface libre sur une pente (voir figure 2.1) (Cornish 1934). On les de´signe
alors plutoˆt par le terme anglais “roll waves”. Ces ondes, qui ont une grande impor-
tance en hydraulique dans les e´coulements en canal ouvert, ont e´te´ principalement e´tudie´es
the´oriquement en se basant sur des e´quations moyenne´es de type “shallow water” (Dress-
ler 1949, Needham & Merkin 1984, Kraneneburg 1992) (voir chapitre 3). En prenant pour
la contrainte turbulente au niveau du fond une expression empirique du type τ = ρCtu
2
(formule de Chevy), on montre que l’e´coulement est line´airement instable vis-a`-vis d’ondes
de surface lorsque le nombre de Froude, de´fini comme u/
√
gh cos θ, est supe´rieur a` 2.
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2.1.2 Ecoulements ge´ophysiques
De nombreux phe´nome`nes naturels mettent e´galement en jeu des e´coulements gravi-
taires le long de pentes. On observe parfois lors de ces e´coulements la formation d’ondes
de surface qui rappellent les ondes de grande longueur d’onde observe´e dans les fluides
classiques. La figure 2.2 montre ainsi une vague de grande amplitude qui se propage dans
un e´coulement de de´bris constitue´ de boue et de particules solides. L’e´coulement se produit
alors par bouffe´es, ou “surge waves”, se´pare´es dans le temps par une dizaine de minutes et
entre lesquelles le de´bit est pratiquement nul (Simpson 1997). De telles ondes se rencontrent
fre´quemment dans la valle´e du Jin-jia en Chine a` la suite de violentes pre´cipitations. Ces
ondes sont particulie`rement destructrices car elles ont la capacite´ de transporter des de´brits
de grande taille arrache´s lors de l’e´coulement (arbres, rochers). Pour expliquer leur origine,
on suppose ge´ne´ralement qu’elles re´sultent d’une instabilite´ de type “Roll wave” en amont
de l’e´coulement. Liu & Mei 1994 ont ainsi e´tudie´ l’instabilite´ line´aire dans le cadre des
e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur, en mode´lisant les proprie´te´s rhe´ologiques de la boue
par celle d’un fluide a` seuil newtonien de type fluide de Bingham.
Fig. 2.2 – Surge wave dans un e´coulement de boue (valle´e du Jiang-jia, province du Sichan,
Chine).
Il existe d’autres types d’e´coulements ge´ophysiques qui pre´sentent une instabilite´ de la
surface libre. On peut par exemple citer les courants de gravite´ sous-marins (Alavian 1986)
ou les avalanches de neige se`che. Hopfinger 1983 a ainsi sugge´re´ que la transition entre une
avalanche de neige dense et une avalanche en ae´rosol pouvait provenir de la formation de
“roll waves” entrainant un flux d’air turbulent important dans le milieu.
2.1.3 Cas des e´coulements granulaires
Les ondes que nous avons observe´es dans les e´coulements de sable ont e´te´ signale´es
auparavant par plusieurs auteurs. Ces travaux soulignent en ge´ne´ral l’analogie avec les
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“Roll waves” mais restent tous tre`s qualitatifs. Savage 1979, un des premiers, rapporte la
formation d’ondes de surface dans les e´coulements granulaires sur canal incline´ rugueux,
lorsque la vitesse de l’e´coulement est e´leve´e. Les meˆme ondes sont observe´es dans des confi-
gurations analogues par Davies 1988, Vallance 1996 et Ancey 1997. Plus re´cemment, Daerr
2001 a signale´ l’apparition d’une instabilite´ a` l’arrie`re des fronts d’avalanche sur plan in-
cline´ reveˆtu de feutrine. Bien que l’e´coulement soit dans ce cas transitoire, ces ondes sont
certainement du meˆme type que celles que nous observons dans les e´coulements station-
naires. Lorsque le fond n’est pas rugueux mais lisse, il apparait e´galement une instabilite´
de grande longueur d’onde. Dans ce cas la densite´ semble jouer un roˆle important et il
n’est pas clair que l’origine physique des ondes soit la meˆme (Louge & Keast 2001, Prasad
et al. 2000).
D’un point de vue the´orique, la seule analyse de cette instabilite´ pour un milieu granulaire
est due a` Savage 1989, qui e´tudie la stabilite´ line´aire des ondes de surface dans le cadre
des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur. En prenant une loi de type hydraulique pour la
contrainte entre le fond et la couche en e´coulement, il parvient a` montrer que l’e´coulement
est instable au-dela` d’un nombre de Froude critique. Cependant, la loi rhe´ologique qu’il
conside`re n’est pas justifie´e pour un milieu granulaire.
2.2 Me´canisme d’instabilite´
Dans cette partie, nous donnons le me´canisme d’instabilite´ a` l’origine de la forma-
tion d’ondes dans les e´coulements sur plan incline´. Une pre´sentation plus pre´cise de ce
me´canisme dans le cas de liquides visqueux peut eˆtre trouve´e dans le tre`s clair article de
Smith (1990). Ce me´canisme de´pend peu des caracte´ristiques pre´cises du fluide, ce qui
explique l’observation d’ondes dans des syste`mes ayant des proprie´te´s rhe´ologiques tre`s
diffe´rentes.
2.2.1 Ondes cine´matiques
Pour tenter d’expliquer le me´canisme d’instabilite´, nous allons raisonner de la manie`re
suivante. Conside´rons un e´coulement unidirectionnel d’e´paisseur h et de vitesse moyenne
u. De fac¸on tre`s ge´ne´rale, la vitesse d’e´coulement est relie´e a` l’e´paisseur par une loi de
type :
u = u(h). (2.1)
La loi de conservation de la masse sous forme inte´grale s’e´crit alors :
∂h
∂t
+
∂hu(h)
∂x
= 0. (2.2)
Si on effectue maintenant une petite perturbation de la surface libre h˜(x,t) autour d’un
e´coulement stationnaire uniforme d’e´paisseur h0, l’e´quation ci-dessus devient apre`s line´arisation :
∂h˜
∂t
+ (u0 + u
′
0 h0)
∂h˜
∂x
= 0, (2.3)
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avec
u0 = u (h0) et u
′
0 =
du
dh
|
h0
. (2.4)
La petite perturbation h˜ va donc se propager sans se de´former avec une vitesse c0 diffe´rente
de la vitesse moyenne de l’e´coulement et donne´e par :
c0 = u0 + u
′
0 h0. (2.5)
La situation est sche´matise´e sur la figure 2.3. Dans un re´fe´rentiel se de´plac¸ant avec la per-
turbation a` la vitesse c0, le flux de masse a` travers une section quelconque de l’e´coulement
est partout le meˆme et la perturbation se propage sans e´voluer. Une telle onde est appele´e
onde cine´matique (Witham 1974) car elle est une simple conse´quence de la conservation
de la masse et de l’existence d’une relation u = u(h), sans re´fe´rence particulie`re aux forces
dans l’e´coulement.
Bien suˆr, en toute rigueur, la relation (2.1) est uniquement valable pour un e´coulement
stationnaire uniforme. La de´termination exacte de la vitesse des ondes de surface ne´cessite
la prise en compte de l’e´quation sur la quantite´ de mouvement en plus de la conservation
de la masse. Nous ferons le calcul complet dans le chapitre suivant mais nous pouvons
anticiper de`s maintenant que la vitesse des ondes cine´matiques calcule´e ici reste valable
lorsque la longueur d’onde de la perturbation est grande devant l’e´paisseur de la couche
en e´coulement.
Nous allons voir que l’existence d’une onde cine´matique qui se propage avec une vitesse
diffe´rente de celle de l’e´coulement moyen est le point de de´part du me´canisme d’instabilite´.
2.2.2 Effet de´stabilisant de l’inertie
Le raisonnement mene´ jusqu’ici est valable tant que l’e´coulement adapte instantane´ment
sa vitesse a` l’e´paisseur locale de la couche. En re´alite´, lorsque l’onde cine´matique se pro-
page, le fluide n’a pas le temps d’ajuster instantane´ment sa vitesse a` l’e´volution de la
surface libre en raison de l’inertie de l’e´coulement. Sur la figure 2.3a par exemple, le fluide
qui entre a` droite dans le volume de controˆle de´limite´ par les traits pointille´s ne peut
ajuster imme´diatement sa vitesse avec la nouvelle e´paisseur h0 + ∆h de la couche. Il entre
alors dans le volume de controˆle avec une vitesse u′0 h0 un peu trop grande. Pour les meˆmes
raisons, le fluide sort du volume de controˆle a` gauche avec une vitesse u′0(h0−∆h) un peu
trop faible compare´e a` celle qui correspond a` l’e´paisseur locale h0 de la couche. Les deux
effets vont donc dans le meˆme sens et la masse de fluide sous la perturbation augmente
comme le sche´matise la figure 2.3b.
Pour qu’il y ait instabilite´, il faut cependant que l’effet de´stabilisant duˆ a` l’inertie de l’onde
cine´matique de´passe les effets stabilisants. Le principal facteur stabilisant est la pression
hydrostatique qui a tendance a` e´taler la perturbation comme le montre la figure 2.3c. Un
autre effet stabilisant est paradoxalement l’inertie, qui limite les mouvements du fluide.
Bien que ce roˆle stabilisant de l’inertie soit nettement plus faible que son roˆle de´stabilisant
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Fig. 2.3 – Me´canisme d’instabilite´. a) Propagation d’une onde cine´matique. Les vitesses
sont exprime´es dans le re´fe´rentiel de l’onde se propageant avec une vitesse c0 = u0 + u
′
0 h0.
b) A cause de l’inertie, il y a un flux de masse net entrant sous la perturbation et la surface
libre croˆıt. c) Roˆle stabilisant de la pression. Les gradients de pression dus a` la perturbation
ont tendance a` e´taler cette dernie`re.
sur les ondes cine´matiques, l’inertie peut limiter les taux de croissance de l’instabilite´ pour
des grandes vitesses d’e´coulement.
L’instabilite´ qui conduit a` l’apparition d’onde de surface de grande longueur d’onde
dans les e´coulements sur plan incline´ est donc d’origine inertielle. Les perturbations de
surface libre (provenant par exemple du bruit) se propagent a` l’ordre le plus bas comme
une onde cine´matique. La diffe´rence de vitesse entre cette onde et l’e´coulement moyen est
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responsable de l’instabilite´ car l’inertie limite l’ajustement de la vitesse de l’e´coulement
au passage de l’onde cine´matique. Ce type de me´canisme se retrouve dans de nombreux
autres syste`mes comme dans les proble`mes de “traffic flows” (Witham 1974) ou lors des
instabilite´s de lits fluidise´s (Duru et al. 2002). Dans ce dernier exemple, la concentration
en particules est l’e´quivalent de l’e´paisseur h de l’e´coulement.
L’instabilite´ inertielle en onde de surface est donc tre`s ge´ne´rale et peut se de´velopper
dans tout fluide coulant en film mince. Elle pourrait donc expliquer les ondes que nous
avons observe´es dans les e´coulements de sable. Nous pre´sentons dans le chapitre suivant
l’analyse de stabilite´ comple`te dans le cadre des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur, en
prenant en compte la spe´cificite´ rhe´ologique des milieux granulaires.
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Chapitre 3
Analyse de stabilite´ line´aire des
e´coulements granulaires sur plan
incline´
L’instabilite´ en onde de surface se retrouve potentiellement dans tout e´coulement en film
mince. Cependant, ses caracte´ristiques de´pendent des proprie´te´s du fluide en e´coulement.
Dans ce chapitre, nous pre´sentons l’analyse de stabilite´ line´aire pour les e´coulements granu-
laires. Dans un premier temps, nous pre´sentons le cadre the´orique des e´quations moyenne´es
dans l’e´paisseur et discutons du choix de la loi de friction pour de´crire l’interaction entre le
fond rugueux et le milieu granulaire en e´coulement. Les re´sultats de l’analyse de stabilite´
line´aire de ce mode`le sont ensuite pre´sente´s.
3.1 E´quations moyenne´es dans l’e´paisseur
Pour e´tablir les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur, on part des e´quations locales de
conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement (Savage & Hutter 1989) pour un
fluide incompressible. L’hypothe`se d’incompressibilite´ est raisonnable pour les e´coulements
granulaires denses pour lesquels les grains restent en contact les uns avec les autres dans
un arrangement compact ale´atoire. On suppose ensuite que la couche en e´coulement est
mince devant les variations spatiales caracte´ristiques du syste`me. Cette hypothe`se permet
de ne´gliger certains termes et on trouve en particulier que la contrainte normale obe´it
simplement a` la loi de l’hydrostatique. En inte´grant ensuite les e´quations entre le fond
rugueux fixe et la surface libre de l’e´coulement, on obtient deux e´quations couple´es pour
l’e´paisseur locale de la couche en e´coulement h(r,t) et la vitesse moyenne de l’e´coulement
u(r,t). Pour un e´coulement bidimensionnel sur une pente constante d’angle θ, les e´quations
moyenne´es se re´duisent a` :
∂h
∂t
+
∂hu
∂x
= 0, (3.1)
100 CHAPITRE 3. ANALYSE DE STABILITE´ LINE´AIRE
ρ
(
∂hu
∂t
+ α
∂hu2
∂x
)
=
(
tan θ − µ−K ∂h
∂x
)
ρgh cos θ. (3.2)
ou` la vitesse moyenne u est de´finie par u = Q/h, Q e´tant le de´bit par unite´ de largeur.
La premie`re e´quation est simplement la version inte´grale de la conservation de la masse.
La seconde peut s’interpre´ter comme un bilan de quantite´ de mouvement pour une tranche
e´le´mentaire de grain d’e´paisseur h (voir figure 3.1). Le membre de gauche est l’acce´le´ration
de la tranche de grain tandis que le membre de droite rassemble les forces exte´rieures. La
tranche de grain est soumise a` trois forces : la gravite´ qui est repre´sente´e par ρgh sin θ,
une force d’e´talement d’expression Kρgh cos θ(∂h/∂x) dont l’origine provient des forces
de pressions qui agissent de part et d’autre de la tranche, enfin la contrainte tangentielle
de´crivant l’interaction entre la couche en e´coulement et le fond, ρgh cos θµ, qui est ici ex-
prime´e comme un coefficient de friction µ multiplie´ par la contrainte normale.
Le facteur K devant la force d’e´talement est le rapport entre la contrainte normale selon
x et la contrainte normale selon z. Des simulations nume´riques ont montre´ que ce fac-
teur e´tait toujours proche de 1 pour les e´coulements denses (Prochnow et al. 2000, Ertas
et al. 2001). Par la suite, nous prendrons donc K = 1 (pression isotrope). Dans le terme
d’acce´le´ration, le coefficient α est de´fini par α = u¯2/u¯2. Pour fermer le syste`me d’e´quations,
il faut donc faire une hypothe`se sur le profil de vitesse. La valeur de α pour des profils de
vitesse usuels est donne´e sur la figure 3.2.
Pression
x Pression
x+dx
x
z
Gravit
Friction
dx
Fig. 3.1 – Les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur reviennent a` e´crire la conservation
de la masse et de la quantite´ de mouvement pour une tranche e´le´mentaire verticale du
mate´riau.
Il n’est pas e´vident a priori que l’on puisse re´duire ainsi la dynamique comple`te de
l’e´coulement a` seulement deux variables globales couple´es : l’e´paisseur h et la vitesse moyenne
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u. Pour e´tablir les e´quations moyenne´es, on suppose en effet implicitement que le profil de
vitesse dans la couche en e´coulement s’adapte instantane´ment a` l’e´volution de la surface
libre h(x,t). En re´alite´, la re´ponse du profil de vitesse aux variations de l’interface est li-
mite´e par le temps de diffusion de la quantite´ de mouvement a` l’inte´rieur de la couche.
La prise en compte rigoureuse de ces effets dans le cadre des e´quations moyenne´es a fait
l’objet de recherches pour les e´coulements de films liquides sur plans incline´s. Il est ainsi
possible de fermer plus rigoureusement le syste`me d’e´quations moyenne´es en introduisant
des variables supple´mentaires associe´es aux degre´s de liberte´ du profil de vitesse (Ruyer-
Quil 1999, Ruyer-Quil & Manneville 2000).
PSfrag replacements
α = 1 α = 6/5 α = 4/3
a) b) c)
Fig. 3.2 – Valeur du coefficient α de´fini par α = u¯2/u¯2 pour diffe´rents profils de vitesse.
a) profil uniforme ou “plug”, b) profil parabolique, c) profil line´aire.
Pour les e´coulements granulaires denses dont on ne connait pas les e´quations constitu-
tives un tel travail n’est pas re´alisable, et les e´quations de St Venant simples constituent une
premie`re approche raisonnable. Le grand avantage des e´quations de St Venant est qu’elles
permettent de de´crire l’e´volution de la couche en e´coulement sans avoir a` connaˆıtre la struc-
ture interne de l’e´coulement. Toute la rhe´ologie tridimensionnelle du mate´riau se trouve
incorpore´e dans le terme de friction µ au niveau du fond. Alors que cette contrainte est
connue pour un fluide newtonien par exemple, son expression pour un milieu granulaire
est encore en discussion. Des expe´riences re´centes re´alise´es en laboratoire permettent ce-
pendant de proposer une loi de friction empirique a` partir des e´tudes sur les e´coulements
granulaires stationnaires uniformes.
3.2 Loi de friction
La premie`re tentative pour de´crire les e´coulements granulaires dans le cadre des e´quations
moyenne´es dans l’e´paisseur est due a` Savage et Hutter (Savage & Hutter 1989). Dans leur
mode`le, l’interaction entre la couche de grain et le fond est de´crite par une simple friction
solide : la contrainte de cisaillement au niveau du fond est proportionnelle a` la contrainte
normale, le coefficient de friction µ e´tant constant, inde´pendant de la vitesse. Ce mode`le
marche relativement bien pour de´crire l’e´coulement d’une masse granulaire sur un fond
lisse et a` angles e´leve´s. En revanche, l’utilisation d’un simple coefficient de friction solide
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ne permet pas de de´crire les e´coulements granulaires sur plan incline´s rugueux, i.e. lorsque
la rugosite´ est de l’ordre de la taille des particules en e´coulement.
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Fig. 3.3 – Diagramme de phase pour les e´coulements de billes de verre monodisperses de
diame`tre d =0.5 mm. La courbe en trait plein est la fonction hstop(θ). (Pouliquen 1999a).
Plusieurs expe´riences ont en effet montre´ que des e´coulements stationnaires uniformes
sont observe´s dans une large gamme d’angles d’inclinaison (Suzuki & Tanaka 1971, Hungr
& Morgenstern 1984, Vallance 1994, Pouliquen 1999a, Ancey et al. 2002) comme l’indique
le diagramme de phase de la figure 3.3. Cela montre en particulier que la contrainte au
niveau du fond rugueux n’est pas une simple constante mais doit de´pendre par exemple de
la vitesse de l’e´coulement, afin de contrebalancer la gravite´ aux diffe´rentes inclinaisons.
L’influence du fond rugueux se manifeste e´galement sur les proprie´te´s du seuil de l’e´coulement.
La courbe continue hstop(θ) sur la figure 3.3 de´limite la zone des e´coulements station-
naires uniformes de la zone ou` aucun e´coulement n’est possible. Cette courbe se de´termine
pre´cise´ment en mesurant l’e´paisseur hstop du de´poˆt qui reste apre`s un e´coulement station-
naire uniforme a` l’angle θ (Pouliquen & Renault 1996, Daerr & Douady 1999, Pouliquen
1999a). On constate que plus l’angle d’inclinaison est faible, plus l’e´paisseur minimale hstop
qu’il faut atteindre pour observer un e´coulement est grande. En dessous d’un angle limite,
hstop diverge et aucun e´coulement stationnaire uniforme n’est possible. La fonction hstop(θ)
montre donc qu’une couche fine re´siste mieux aux contraintes qu’une couche e´paisse.
Cette proprie´te´, qui n’est pas encore clairement interpre´te´e, semble une conse´quence de
la pre´sence d’un fond rugueux rigide qui rend plus difficiles les mouvements collectifs de
grains dans son voisinage.
L’existence d’e´coulements stationnaires uniformes et d’un seuil d’e´coulement qui de´pend
de l’angle d’inclinaison du plan ne peuvent donc pas eˆtre de´crits par une simple loi de
friction solide µ = cste.
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L’e´tude des e´coulements stationnaires uniformes donne un moyen pour de´terminer
expe´rimentalement le coefficient de friction µ entre la couche en e´coulement et le fond
rugueux. En effet, la proprie´te´ fondamentale des e´coulements stationnaires uniformes est
que la gravite´ est exactement contrebalance´e par la friction. L’e´quation de la quantite´ de
mouvement (3.2) se rame`ne alors a` :
µ = tan θ. (3.3)
Pour trouver µ, il suffit donc de savoir comment la vitesse moyenne u de l’e´coulement
varie en fonction de l’angle d’inclinaison θ et de l’e´paisseur h. En inversant la relation
u = u(h,θ), on obtient θ = θ(u,h) ce qui donne d’apre`s la relation d’e´quilibre (3.3) l’ex-
pression recherche´e : µ(u,h) = tan θ(u,h).
Des mesures syste´matiques sur les e´coulements de billes de verre monodisperses ont
montre´ que la vitesse moyenne u, l’angle d’inclinaison θ et l’e´paisseur de l’e´coulement h
sont relie´s par la relation suivante (Pouliquen 1999a) (voir figure 3.4) :
u√
gh
= β
h
hstop(θ)
. (3.4)
avec β = 0.136. L’influence de l’angle d’inclinaison sur la vitesse des e´coulements station-
naires uniformes est donc entie`rement contenue dans la fonction hstop(θ). Il suffit de mesurer
l’e´paisseur des de´poˆts pour pouvoir pre´dire les vitesses d’e´coulements pour tous les angles
et toutes les e´paisseurs. La fonction hstop(θ) contient donc beaucoup des informations im-
portantes sur les proprie´te´s des e´coulements denses et met en e´vidence le roˆle fondamental
du fond rugueux dans la dynamique des e´coulements sur fond rigide. Ce re´sultat, encore
inexplique´, a e´te´ retrouve´ par des simulations nume´riques de dynamique des contacts pour
des e´coulements bidimensionnels (Prochnow et al. 2000).
La loi d’e´chelle (3.5) permet de proposer la loi de friction suivante pour les e´coulements
de billes de verres sur plan rugueux (Pouliquen 1999a) :
µ(u,h) = tan h−1stop
(
βh
√
gh
u
)
. (3.5)
Pour donner une expression analytique de cette loi de friction, il est ne´cessaire d’avoir une
expression pour l’e´paisseur des de´poˆts hstop(θ). En interpolant les mesures de la figure 3.3
par une fonction exponentielle, on obtient l’expression analytique de loi de friction suivante
(Pouliquen 1999a):
µ(u,h) = tan δ1 + (tan δ2 − tan δ1) exp
(
−βh
Ld
√
gh
u
)
, (3.6)
ou` d est le diame`tre des billes, δ1 correspond a` l’angle pour lequel la fonction hstop(θ) di-
verge, δ2 est l’angle pour lequel hstop(θ) s’annule et L est l’e´paisseur caracte´ristique sur
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Fig. 3.4 – Mesures de la vitesse moyenne des e´coulements stationnaires uniformes en
fonction de l’e´paisseur h et de l’angle d’inclinaison θ pour des billes de verre monodisperses.
Les donne´es se rassemblent sur une meˆme droite quand on exprime le nombre de Froude
u/
√
gh en fonction de h/hstop(θ). (Pouliquen 1999a).
laquelle hstop(θ) varie.
La figure 3.5 trace la loi de friction ainsi obtenue en fonction de la vitesse, pour
diffe´rentes e´paisseurs. On remarque que la friction augmente avec la vitesse et tend vers
une limite finie tan δ2 aux grandes vitesses, qui est inde´pendante de l’e´paisseur. Pour une
vitesse donne´e, le coefficient de frottement µ est une fonction de´croissante de l’e´paisseur.
Cette loi de friction appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, l’existence d’une li-
mite supe´rieure aux fortes vitesses pour la friction implique qu’il n’existe pas d’e´coulement
stationnaire uniforme pour des angles supe´rieurs a` δ2. Ce re´sultat est compatible avec
l’observation d’e´coulements acce´le´re´s pour des grands angles d’inclinaison (Hungr & Mor-
genstern 1984). D’un autre coˆte´, il existe une limite a` la validite´ de la loi de friction (3.6)
pour les tre`s faibles vitesses (traits pointille´s sur la figure 3.5). En effet, la loi µ(u,h) est
e´tablie a` partir de la loi d’e´chelle (3.5) qui est valable pour h > hstop uniquement. Pour
des vitesse telles que u/
√
gh < β, il n’y a pas d’e´coulements stationnaires uniformes. Ce
re´gime n’est donc pas de´crit par la loi de friction qui est de´duite des e´coulements station-
naires uniformes. Pour les tre`s faibles vitesses, l’existence d’une hyste´re´sis entre les angles
de de´marrage et d’arreˆt, observe´e dans une grande varie´te´ de configurations (Caponeri
et al. 1995, Pouliquen & Renaut 1996, Daerr & Douady 1999) sugge`re plutoˆt une friction
diminuant avec la vitesse. Un tel comportement se rencontre par exemple en frottement
solide et donne lieu au phe´nome`ne de “stick-slip” (Heslot et al. 1994).
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Fig. 3.5 – Loi de friction µ(u,h) de´duite des e´coulements stationnaires uniformes.
Le point important est que la loi de friction (3.6) qui de´crit l’interaction entre la
couche granulaire et le fond rugueux est entie`rement de´termine´e par la mesure des de´poˆts
aux diffe´rents angles hstop(θ). La validite´ de cette loi de friction de´duite des e´coulements
stationnaires uniformes a ensuite e´te´ teste´e dans le cadre des e´quations moyenne´es dans
l’e´paisseur pour pre´dire des e´coulements non stationnaires et non uniformes. Il a e´te´ ainsi
possible de pre´dire quantitativement la forme stationnaire des fronts d’e´coulements le long
du plan (Pouliquen 1999b) ou l’e´talement d’une masse granulaire sur une pente rugueuse,
du de´marrage jusqu’a` l’arreˆt (Pouliquen & Forterre 2002). Il faut cependant noter que
dans chacune de ces configurations, les termes d’acce´le´ration des e´quations moyenne´es
sont ne´gligeables. La dynamique de l’e´coulement est alors essentiellement controˆle´e par
l’e´quilibre a` chaque instant entre la force de friction, la gravite´ et la force d’e´talement,
ainsi que par la conservation de la masse. La validite´ la loi de friction µ(u,h) dans le cas
d’ e´coulements fortement instationnaires est donc une question importante encore ouverte.
L’e´tude de l’instabilite´ inertielle en onde de surface repre´sente donc un test important de
la loi de friction empirique µ(u,h) (3.6).
La loi de friction pre´ce´dente a e´te´ de´termine´e pour des billes de verre. Qu’en est-il
pour le sable, avec lequel nous avons observe´ les ondes? Nous avons re´alise´ le meˆme type
de mesures syste´matiques de vitesse moyenne fonction de l’angle et de l’e´paisseur et nous
avons montre´ que la fonction de de´poˆt hstop permet encore une fois de rassembler les donne´es
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sur une courbe maˆıtresse (voir figure 3.6). Des diffe´rences avec les billes existent cependant
dans la pente et l’origine de la droite maˆıtresse.
Il semble donc que dans tous les cas on puisse e´crire :
u√
gh
= −γ + β h
hstop(θ)
, (3.7)
avec
γ = 0 β = 0.136 pour les billes,
γ = 0.77 β = 0.75 pour le sable.
Cette loi conduit par la relation (3.3) a` une loi de friction empirique le´ge`rement diffe´rente
dans le cas des billes et dans le cas du sable. Connaissant la loi de friction de ces milieux,
nous pouvons donc e´tudier la stabilite´ des e´coulements stationnaires uniformes en injectant
son expression dans les e´quations de St Venant (3.1) et (3.2).
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Fig. 3.6 – Mesures de la vitesse moyenne des e´coulements stationnaires uniformes en
fonction de l’e´paisseur h et de l’angle d’inclinaison θ pour du sable de diame`tre 0.8 mm.
Les donne´es se rassemblent sur une meˆme droite quand on exprime le nombre de Froude
u/
√
gh en fonction de h/hstop(θ). La loi d’e´chelle pour les billes de verre est donne´e en
pointille´s a` titre de comparaison.
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3.3 Analyse de stabilite´ line´aire
3.3.1 Relation de dispersion
Conside´rons un e´coulement de vitesse u(x,t) et d’e´paisseur h(x,t) sur un plan incline´
faisant un angle θ par rapport a` l’horizontale comme sche´matise´ sur la figure 3.7. La
premie`re e´tape consiste a` e´crire les e´quations de St Venant sous une forme adimensionne´e.
Pour cela, il est pratique de prendre comme re´fe´rence de longueur et de vitesse l’e´paisseur h0
et la vitesse moyenne u0 de l’e´coulement stationnaire uniforme dont on e´tudie la stabilite´.
Les variables adimensionne´es sont alors donne´es par : h˜ = h/h0, u˜ = u/u0, x˜ = x/h0 et
t˜ = (u0/h0)t. En utilisant ces variables adimensionne´es, les e´quations de St Venant (3.1)
et (3.2) s’e´crivent :
∂h˜
∂t˜
+
∂h˜u˜
∂x˜
= 0, (3.8)
F 2
(
∂h˜u˜
∂t˜
+ α
∂h˜u˜2
∂x˜
)
=
(
tan θ − µ(u˜,h˜)− ∂h
∂x
)
h˜, (3.9)
ou` F est le nombre de Froude de´fini par :
F =
u0√
gh0 cos θ
. (3.10)
Les deux nombres sans dimension qui controˆlent le proble`me sont donc le nombre de Froude
F et l’angle d’inclinaison du plan θ.
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Fig. 3.7 – Sche´ma de l’e´coulement.
L’e´tat de base de l’e´coulement en variables sans dimension s’e´crit simplement (on omet
les tildes par la suite pour simplifier les notations) :
h(x,t) = 1, u(x,t) = 1. (3.11)
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La conservation de la masse (3.8) est alors automatiquement ve´rifie´e et l’e´quation de la
quantite´ de mouvement (3.9) se re´duit a` l’e´quilibre entre la gravite´ et la friction au niveau
du plan :
µ(1,1) = tan θ. (3.12)
Pour e´tudier la stabilite´ line´aire de cet e´tat de base, on perturbe l’e´coulement autour de
l’e´tat de base sous la forme : h(x,t) = 1 + h1(x,t) et u(x,t) = 1 + u1(x,t) avec h1(x,t)  1
et u1(x,t)  1. Les e´quations de Saint-Venant line´arise´es deviennent alors :
∂h1
∂t
+
∂h1
∂x
+
∂u1
∂x
= 0, (3.13)
F 2
(
∂u1
∂t
+ (α− 1)∂h1
∂x
+ (2α− 1)∂u1
∂x
)
= −au1 − bh1 − ∂h1
∂x
, (3.14)
ou` les variables sans dimension a et b sont de´finies a` partir de la loi de friction µ(u,h) par :
a =
(
∂µ
∂u
)
0
, b =
(
∂µ
∂h
)
0
, (3.15)
l’indice 0 signifiant que les de´rive´es sont prises pour l’e´tat de base. Par la suite, nous
conside`rerons toujours des situations ou` la friction augmente avec la vitesse et de´croˆıt avec
l’e´paisseur. C’est le cas par exemple de la loi de friction (3.6) que nous avons pre´sente´e
pour les e´coulements granulaires de billes de verre. On aura donc toujours a > 0 et b < 0.
Notons enfin que pour e´tablir l’e´quation (3.14), on a utilise´ l’e´quation de conservation de
la masse (3.13).
L’invariance par translation dans le temps et l’espace du proble`me line´aire (3.13) et
(3.14) nous permet de chercher des solutions pour les perturbations (h1(x,t), u1(x,t)) sous
la forme de modes normaux :
h1(x,t) = hˆ exp i(kx− ωt), u1(x,t) = uˆ exp i(kx− ωt). (3.16)
En introduisant ces expressions dans les e´quations (3.13) et (3.14), on obtient un syste`me
line´aire homoge`ne qui admet des solutions non triviales uniquement quand la pulsation ω
et le nombre d’onde k sont relie´s par la relation de dispersion suivante :
−ω2 + 2αωk + i
F 2
((a− b)k − aω) +
(
1
F 2
− α
)
k2 = 0. (3.17)
On peut e´tudier cette relation de dispersion de deux manie`res diffe´rentes. La premie`re est
de supposer une perturbation de nombre d’onde k re´el dont on suit l’e´volution temporelle,
ω e´tant complexe. C’est l’analyse de stabilite´ temporelle. La seconde approche consiste a`
prendre k complexe et ω re´elle. Dans ce cas, on e´tudie l’e´volution le long de l’e´coulement
d’une perturbation de pulsation re´elle ω impose´e en un point fixe de l’e´coulement. C’est
l’analyse de stabilite´ spatiale. Les deux approches donnent le meˆme re´sultat pour le seuil
d’instabilite´. L’analyse spatiale se compare plus facilement a` l’e´tude expe´rimentale d’une
instabilite´ dans un e´coulement ouvert.
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3.3.2 Analyse de stabilite´ temporelle
L’analyse temporelle correspond a` k re´el et ω complexe : ω = ωr + iωi. L’e´coulement est
instable vis-vis du nombre d’onde k si la partie imaginaire de ω est positive : ωi(k) > 0. La
re´solution de la relation de dispersion (3.17) donne deux branches (+) et (−) pour ω(k) :
ωr
± = αk ± ((1− α)a− b)
F 2
k
√
2
[
−f(k) +
(
f(k)2 +
16((α− 1)a + b)2
F 4
k2
) 1
2
]− 1
2
(3.18)
ωi
± = − a
2F 2
± 1
2
√
2
[
−f(k) +
(
f(k)2 +
16((α− 1)a + b)2
F 4
k2
) 1
2
] 1
2
, (3.19)
ou` f(k) a pour expression :
f(k) = 4
(
α(α− 1) + 1
F 2
)
k2 − a
2
F 4
. (3.20)
A partir de la`, il faut introduire la loi de friction µ(u,h) explicitement pour connaitre a
et b et tracer les relations de dispersion, afin de de´terminer le seuil d’instabilite´. Nous
ferons ce travail lors de la comparaison avec les mesures expe´rimentales. On peut cepen-
dant faire quelques observations ge´ne´rales. La branche (−) est toujours stable tant que
a = (∂µ/∂u)0 > 0, c’est-a`-dire tant que la loi de friction est une fonction croissante de
la vitesse. Au contraire quand la friction de´croit avec la vitesse (a < 0), l’e´coulement est
toujours instable vis-a`-vis d’une perturbation de vitesse, quel que soit h. Une telle situa-
tion s’observe par exemple en frottement solide aux faibles vitesses lors du phe´nome`ne de
“stick-slip”. Les lois de friction que nous conside`rerons e´tant des fonctions croissantes de
la vitesse, la branche (−) sera pour nous toujours stable.
Contrairement a` la branche (−), la branche (+) peut eˆtre stable ou instable selon le
nombre de Froude F ou l’angle d’inclinaison θ. On peut montrer que pour des rhe´ologies
usuelles, l’allure de la relation de dispersion temporelle ω(k) est donne´e par la figure 3.8.
Pour un angle et un nombre de Froude fixe´s, le taux de croissance temporelle ωi, qui
est nul en k = 0, varie de fac¸on monotone avec le nombre d’onde k et tend vers une
valeur finie pour k → ∞. Le signe de ωi, c’est-a`-dire la stabilite´ de l’e´coulement, est
donc inde´pendant du nombre d’onde k. Pour de´terminer le crite`re de stabilite´, il suffit de
connaˆıtre le comportement ωi aux grands nombres d’onde. Pour k →∞, on a :
ωr
± =
(
α±
√
α(α− 1) + 1
F 2
)
sgn ((1− α)a− b) k, (3.21)
ωi
± =
−a
√
α(α− 1) + 1
F 2
± | ((1− α)a− b) |
2F 2
√
α(α− 1) + 1
F 2
, (3.22)
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Fig. 3.8 – Allure de la relation de dispersion temporelle de la branche (+) pour diffe´rents
nombres de Froude a` angle fixe´ (a > 0, b < 0). a) Taux de croissance temporel ωi(k). b)
wr(k). Par de´finition, c0 = 1− (b/a) et c+ = α +
√
α(α− 1) + (1/F 2).
ou` le symbole sgn() vaut +1 si le signe de l’expression entre parenthe`se est positif et −1
s’il est ne´gatif. L’e´coulement est donc instable quand :
1− b
a
≥ α +
√
α(α− 1) + 1
F 2
, avec a =
(
∂µ
∂u
)
0
, b =
(
∂µ
∂h
)
0
, (3.23)
l’e´galite´ correspondant au seuil de stabilite´.
3.3.3 Analyse de stabilite´ spatiale
L’analyse spatiale correspond cette fois-ci a` une pulsation ω re´elle et a` k complexe,
k = kr + iki. L’e´coulement est instable quand kikr < 0. La re´solution de la relation de
dispersion (3.17) donne la` encore deux branches spatiales (+) et (−) pour k(ω) qui ont
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pour expression :
kr
± =
α
(α− 1
F 2
)
ω ∓
√
2( a
F 2
− αb)
F 2(α− 1
F 2
)
ω
[
−g(k) +
(
g(k)2 +
16ω2
F 4
(
a
F 2
− αb)2
) 1
2
]− 1
2
(3.24)
ki
± =
a− b
2F 2(α− 1
F 2
)
∓ 1
2
√
2(α− 1
F 2
)
[
−g(k) +
(
g(k)2 +
16ω2
F 4
(
a
F 2
− αb)2
) 1
2
] 1
2
(3.25)
ou` g(k) est donne´ par :
g(k) = 4
(
α(α− 1) + 1
F 2
)
ω2 − (a− b)
2
F 4
. (3.26)
L’allure typique du taux de croissance spatiale −ki (pour kr > 0) est donne´e sur la figure
(3.9) (pour a > 0 et b < 0). Nous constatons, comme pour l’analyse temporelle, que le
signe du taux de croissance spatiale −ki ne de´pend pas de la fre´quence ω et tend vers une
limite finie pour ω →∞. On peut donc se contenter d’une e´tude asymptotique aux grandes
fre´quences pour de´terminer le seuil d’instablite´. Pour ω →∞ on trouve :
kr
± =
ω
α±
√
α(α− 1) + 1
F 2
, (3.27)
ki
± =
∓a
(
1− b
a
− α∓
√
α(α− 1) + 1
F 2
)
2F 2
(
α±
√
α(α− 1) + 1
F 2
)√
α(α− 1) + 1
F 2
. (3.28)
On montre facilement que la branche (−) est toujours stable tandis que la branche (+) est
instable quand :
1− b
a
≥ α +
√
α(α− 1) + 1
F 2
. (3.29)
On retrouve comme pre´vu le crite`re de stabilite´ obtenu par l’analyse de stabilite´ temporelle.
3.4 Interpre´tation du crite`re de stabilite´ en terme
d’ondes
Le crite`re de stabilite´ que nous avons de´termine´ s’exprime en fonction des de´rive´es
de la loi de friction µ(u,h) par rapport a` la vitesse et a` l’e´paisseur, a et b. Pour pouvoir
comparer plus facilement les pre´dictions the´oriques avec l’expe´rience, il est inte´ressant de
disposer d’un crite`re de stabilite´ qui porte plutoˆt sur la loi de vitesse u(h,θ), que l’on me-
sure directement en e´tudiant les e´coulements stationnaires uniformes. Les deux approches
sont bien entendu e´quivalentes. Afin d’e´tablir ce crite`re de stabilite´ en fonction de u(h,θ),
nous allons suivre une de´marche diffe´rente de celle de l’analyse en modes normaux. Cette
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Fig. 3.9 – Allure du taux de croissance spatiale de la branche (+) pour diffe´rents nombres
de Froude a` angle fixe´ (a > 0, b < 0).
approche consiste a` e´tablir pour la perturbation h1(x,t) une e´quation qui fait apparaˆıtre
une “hie´rarchie d’ondes” dans le syste`me (Witham 1974). Par la meˆme occasion, nous
donnerons ainsi un e´clairage nouveau du me´canisme d’instabilite´ pre´sente´ dans le chapitre
pre´ce´dent.
3.4.1 Crite`re de stabilite´
Pour e´tablir le crite`re de stabilite´ suivant cette de´marche, on part des e´quations line´arise´es
(3.13) et (3.14) qui re´gissent l’e´volution de h1(x,t) et u1(x,t). En de´rivant (3.13) par rap-
port a` t et (3.14) par rapport a` x, on peut e´liminer le champ de vitesse u1 et obtenir une
e´quation faisant uniquement intervenir h1(x,t) :
∂2h1
∂t2
+ 2α
∂2h1
∂x∂t
+ (α− 1
F 2
)
∂2h1
∂x2
= − a
F 2
(
∂h1
∂t
+ (1− b
a
)
∂h1
∂x
)
, (3.30)
L’ide´e est ensuite de re´e´crire l’e´quation 3.30 en rassemblant les de´rive´es du meˆme ordre.
On obtient alors :(
∂
∂t
+ c+
∂
∂x
)(
∂
∂t
+ c−
∂
∂x
)
h1 = − a
F 2
(
∂h1
∂t
+ c0
∂h1
∂x
)
, (3.31)
ou` c+ (resp. c−) est la vitesse adimensionne´e des ondes de gravite´ dans le sens de l’e´coulement
(resp. le sens oppose´) :
c± = α±
√
α(α− 1) + 1
F 2
, (3.32)
et c0 est donne´e par :
c0 = 1− b
a
. (3.33)
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On peut montrer que c0 est la vitesse adimensionne´e des ondes cine´matiques que l’on
a de´finie pre´ce´demment (voir chapitre 2). En effet, la loi de vitesse pour un e´coulement
stationnaire uniforme u(h,θ) est relie´e a` la loi de friction µ(u,h) par la relation µ(u,h) =
tan θ(u,h). On a donc :
a =
(
∂µ
∂u
)
0
=
1
cos2 θ
(
∂θ
∂u
)
0
,
b =
(
∂µ
∂h
)
0
=
1
cos2 θ
(
∂θ
∂h
)
0
.
En utilisant la relation sur les fonctions implicites :
(
∂θ
∂h
)
u
(
∂h
∂u
)
θ
(
∂u
∂θ
)
h
= −1, on obtient :
a =
1
cos2 θ
(
∂θ
∂u
)
0
, (3.34)
b
a
= −
(
∂u
∂h
)
0
. (3.35)
ou encore :
c0 = 1 +
(
∂u
∂h
)
0
, (3.36)
qui correspond bien a` la de´finition de la vitesse adimensionne´e des ondes cine´matiques
donne´e au chapitre 2.
L’e´quation (3.31) fait apparaˆıtre une “hie´rarchie d’ondes” dans le syste`me. Pour une
perturbation de grande longueur d’onde, les de´rive´es d’ordre deux sont ne´gligeables et
la perturbation se propage a` l’ordre le plus bas comme une onde cine´matique de vitesse
c0. Pour connaitre l’effet des de´rive´es d’ordre supe´rieur sur cette onde, on pose ∂/∂t ∼
−c0∂/∂x dans le membre de gauche de l’e´quation (3.31). On obtient ainsi :
(c0 − c−)(c+ − c0)∂
2h1
∂x2
=
a
F 2
(
∂h1
∂t
+ c0
∂h1
∂x
)
. (3.37)
On reconnait une e´quation de diffusion pour la perturbation h1(x,t) dans le re´fe´rentiel de
l’onde cine´matique. L’effet des termes d’ordre supe´rieur est donc d’amortir ou d’amplifier
la perturbation selon le signe du “coefficient de diffusion” (F 2/a)(c0 − c−)(c+ − c0). Ainsi
la perturbation est instable quand :
a(c0 − c−)(c+ − c0) < 0. (3.38)
Pour a > 0, c’est-a`-dire quand la friction augmente avec la vitesse, on trouve que l’e´coulement
est instable lorsque la vitesse des ondes cine´matiques c0 n’est pas comprise dans l’intervalle
de vitesse de´limite´ par la vitesse des ondes de gravite´ c− et c+. Si b < 0, c’est-a`-dire quand
la friction diminue avec l’e´paisseur, on a de plus c0 > c− et la condition d’instabilite´ (3.38)
se re´duit a` :
c0 > c+, (3.39)
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ou en variables dimensionne´es :
u0 +
(
∂u
∂h
)
0
h0 >
(
α +
√
α(α− 1) + 1
F 2
)
u0. (3.40)
L’e´coulement est instable quand la vitesse des ondes cine´matiques est plus grande que
la vitesse des ondes de gravite´ dans le sens de l’e´coulement. On peut donc donner une
interpre´tation du crite`re de stabilite´ simplement en termes de compe´tition entre l’onde
cine´matique, qui vient de la conservation de la masse, et les ondes de gravite´, qui pro-
viennent des termes d’acce´le´ration et du terme d’e´talement duˆ a` la pression. La situation
est sche´matise´e sur la figure 3.10. Si la vitesse de l’onde cine´matique est encadre´e par
la vitesse des ondes de gravite´, ces dernie`res “rayonnent” de part et d’autre de l’onde
cine´matique et permettent au fluide d’ajuster sa vitesse par rapport au de´placement de
l’onde cine´matique. Dans ce cas l’amplitude de l’onde cine´matique de´croˆıt et l’e´coulement
est stable. Au contraire, quand la vitesse de l’onde cine´matique n’est pas comprise dans
l’intervalle de vitesse de´limite´ par les ondes de gravite´, le fluide n’est pas “averti” de la
propagation de l’onde cine´matique et il ne peut ajuster sa vitesse. Il y a alors un flux de
masse continu sous la perturbation et l’e´coulement est instable.
L’avantage de cette description est qu’elle permet, connaissant la loi de vitesse des e´coulements
stationnaires uniformes u(h,θ), de conclure imme´diatement quant a` la stabilite´ des e´coulements.
3.4.2 Cas des fluides classiques
Conside´rons un e´coulement laminaire d’un liquide newtonien sur un plan incline´. Pour
un e´coulement stationnaire uniforme, la relation entre la vitesse moyenne u0 de l’e´coulement,
l’e´paisseur h0 du film et l’angle d’inclinaison du plan θ est donne´e par (voir par exemple
Landau & Lifchitz 1989) :
u0 =
ρg sin θ
3η
h20, (3.41)
ou` ρ est la densite´ du liquide et η sa viscosite´. La vitesse c0 des ondes cine´matiques est, en
utilisant la de´finition (2.5), c0 = 3u0. Pour un profil de vitesse parabolique, α = 6/5 et on
trouve comme condition d’instabilite´ :
F >
1
2
. (3.42)
Pour un film de liquide, il est plus fre´quent d’utiliser le nombre de Reynolds R de´fini par
R = ρu0h0/η. Le nombre de Froude et le Reynolds sont relie´s par F =
√
tan θ(R/3) et le
Reynolds critique Rc de l’instabilite´ est :
Rc = cot θ. (3.43)
Cette valeur obtenue a` partir des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur surestime le´ge`rement
le seuil de stabilite´ exact, de´termine´ a` partir des e´quations de Navier-Stokes line´arise´es :
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Fig. 3.10 – Crite`re de stabilite´ en terme de compe´tition entre les ondes cine´matiques et les
ondes de gravite´. a) cas stable, la vitesse des ondes cine´matiques c0 est comprise entre les
vitesse des onde de gravite´ remontante c− et descendante c+. b) cas instable.
Rc = (5/6) cot θ (voir chapitre 2).
Pour un e´coulement de liquide turbulent le long d’un plan incline´, on ne sait pas re´soudre
les e´quations de Navier-Stokes. Un mode`le couramment employe´ en hydraulique est de
prendre pour la contrainte turbulente au niveau du plan une expression du type :
τ = ρCtu
2
0. (3.44)
ou` Ct est un coefficient phe´nome´nologique (relation de Che´vy). La condition d’e´quilibre
des e´coulements stationnaires uniformes, τ = ρgh sin θ, donne la loi d’e´coulement pour la
vitesse moyenne :
u0 =
√
gh0 sin θ
Ct
. (3.45)
On en de´duit la vitesse des ondes cine´matiques : c0 = (3/2)u0. En prenant un profil de
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vitesse uniforme (α = 1), la condition d’instabilite´ est donc :
F > 2. (3.46)
On peut remarquer que pour cet e´coulement, le nombre de Froude de´pend uniquement
de l’angle du plan : F =
√
(tan θ/Ct). Le crite`re de stabilite´ est donc inde´pendant de
l’e´paisseur de l’e´coulement pour un e´coulement turbulent.
3.4.3 Cas des milieux granulaires
Pour un e´coulement granulaire, nous avons vu que la vitesse moyenne obe´it a` une loi
d’e´chelle du type :
u0√
gh0
= −γ + β h0
hstop(θ)
, (3.47)
ou` hstop(θ) est le de´poˆt qui reste sur le plan apre`s un e´coulement stationnaire uniforme.
Pour ce type d’e´coulement, la vitesse des ondes cine´matiques adimensionne´e est c0 =
(5/2)+(γ/F
√
cos θ). On ne connait pas pour le moment le profil de vitesse d’un e´coulement
granulaire tridimensionnel. En prenant α = 1, la condition d’instabilite´ prend une expres-
sion particulie`rement simple donne´e par :
F >
2
3
(
1− γ√
cos θ
)
. (3.48)
L’analyse line´aire pre´dit donc une instabilite´ pour les e´coulements granulaires quand le
nombre de Froude de´passe un nombre de Froude critique Fc. Dans le cas des billes de
verre, on a γ = 0 et le Froude critique est inde´pendant de l’angle et donne´ par Fc = 2/3.
Nous allons dans le chapitre suivant comparer ces pre´dictions aux e´tudes expe´rimentales.
3.5 Limites de l’approche moyenne´e
Les e´quations de St Venant permettent donc de de´terminer le seuil de stabilite´ condui-
sant a` la formation d’ondes de grande longueur d’onde dans les e´coulements sur pente.
Le crite`re de stabilite´ s’interpre`te simplement en terme de compe´tition entre les ondes
cine´matiques et les ondes de gravite´ dans le syste`me. Cependant, l’approche moyenne´e
dans l’e´paisseur ne permet pas de caracte´riser entie`rement l’instabilite´.
Une premie`re limite importante de la the´orie est l’absence de me´canisme qui stabilise
les petites longueurs d’onde. En effet, nous avons vu que le taux de croissance tempo-
rel est toujours une fonction monotone du nombre d’onde k (voir la figure 3.8). Lorsque
l’e´coulement est instable, il est instable pour tous les nombres d’onde, le taux de crois-
sance maximal e´tant meˆme atteint pour k → ∞. En re´alite´, il existe des me´canismes
physiques qui stabilisent les grands nombres d’onde. Dans le cas de l’eau par exemple, un
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des me´canismes stabilisants est la tension de surface. En prenant en compte cette force de
rappel dans les e´quations moyenne´es, on montre qu’il existe un nombre d’onde critique kc
au-dela` duquel l’e´coulement est stable comme le sche´matise la figure 3.11.
Un autre me´canisme stabilisant provient des gradients de vitesse de l’e´coulement dans la di-
rection longitudinale. Pour tenir compte de ces termes dans les e´quations moyenne´es, il fau-
drait partir des e´quations tridimensionnelles et pousser a` un ordre supe´rieur le de´veloppement
en fonction du petit parame`tre  = h/λ. Dans le cas d’un film liquide newtonien sur plan in-
cline´, ce de´veloppement fait apparaˆıtre des termes visqueux supple´mentaires qui stabilisent
les petites longueurs d’onde, en plus de la tension de surface (Ruyer-Quil & Manneville
2000). Pour un milieu granulaire, il n’y a pas de tension de surface et on ne connaˆıt pas les
e´quations constitutives tridimensionnelles, ce qui ne nous donne pas les termes stabilisants
dans les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur.
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Fig. 3.11 – Allure du taux de croissance en pre´sence de termes stabilisants les petites
longueurs d’onde.
La deuxie`me limite des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur vient de la prise en compte
des effets instationnaires. Nous avons de´ja signale´ que l’introduction d’un terme constant α
pour caracte´riser le profil de vitesse est une approximation, faisant appel a` une hypothe`se
sur le profil de vitesse. Une autre hypothe`se vient de l’introduction dans les e´quations d’une
loi de friction µ(u,h) qui est e´tablie a` partir des e´coulements stationnaires uniformes. Il
n’est pas e´vident que cette loi reste identique quand l’e´coulement est fortement instation-
naire. Dans ce cas, la loi de friction pourrait de´pendre, en plus de u et de h, des variations
temporelles de u et de h lorsque le temps de diffusion de la quantite´ de mouvement a` tra-
vers la couche n’est pas ne´gligeable devant le temps carate´ristique d’e´volution du syste`me.
Ces approximations expliquent que le seuil de stabilite´ calcule´ a` partir des e´quations
moyenne´es dans l’e´paisseur soit le´ge`rement diffe´rent du seuil de stabilite´ exact de´termine´
a` partir des e´quations tridimensionnelles. Ainsi dans le cas de la stabilite´ d’un film liquide
newtonien, le Reynolds critique pre´dit par l’approche moyenne´e est de 20 % supe´rieur a`
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celui de´termine´ a` partir des e´quations de Navier-Stokes line´arise´es. Il est possible de cor-
riger le seuil de stabilite´ pre´dit par les e´quations moyenne´es en introduisant des variables
supple´mentaires lie´es aux degre´s de liberte´s du profil de vitesse (Ruyer-Quil & Manneville
2000). Cependant, ces me´thodes ne´cessitent la connaissance de la rhe´ologie tridimension-
nelle de l’e´coulement et ne sont donc pas applicables aujourd’hui dans le cas d’e´coulements
granulaires.
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Chapitre 4
Re´sume´ de l’e´tude de stabilite´ et
proble´matique
La principale pre´diction de l’analyse line´aire des e´quations de St Venant est que l’in-
stabilite´ de grandes longueurs d’onde dans les e´coulements sur pente est une instabilite´ a`
grand nombre de Froude, son origine physique e´tant inertielle. Nous avons e´galement vu
comment calculer ce nombre de Froude critique a` partir de la loi de vitesse des e´coulements
stationnaires uniformes u(h,θ) propre a` chaque fluide.
Ces re´sultats the´oriques soule`vent deux proble`mes importants par rapport a` nos obser-
vations dans les e´coulements granulaires :
– Dans le cas des e´coulements de sable, les ondes observe´es apparaissent a` faible vitesse
et s’atte´nuent lorsque la vitesse augmente (voir figure 1.3) pour finalement disparaˆıtre
aux grands nombres de Froude. Ces observations semblent en contradiction avec
l’instabilite´ “classique” pre´dite par les e´quations moyenne´es qui est une instabilite´ a`
grand nombre de Froude.
– Pour les e´coulements de billes de verre, les e´quations moyenne´es pre´disent une in-
stabilite´ lorsque le nombre de Froude est supe´rieur a` 2/3. Cette valeur est situe´e a`
l’inte´rieur du domaine des e´coulements stationnaires uniformes explore´ expe´rimentalement
comme le montre la figure 4.1. Pourtant, nous n’avons pas observe´ d’onde dans ces
e´coulements de billes de verre.
La situation est donc assez confuse ! L’instabilite´ que nous observons dans les e´coulements
de sable correspond-elle a` un nouveau me´canisme d’instabilite´? Dans ce cas, pourquoi ne
voit-on pas l’instabilite´ “classique” a` grands nombres de Froude? De meˆme, pourquoi ne
voit-on jamais d’ondes avec les billes de verre? Afin d’e´claircir la situation, nous avons
choisi d’e´tudier pre´cise´ment les caracte´ristiques de l’instabilite´ dans notre expe´rience, en
forc¸ant l’e´coulement en amont.
Dans un e´coulement ouvert et pour une instabilite´ convective, les ondes que l’on ob-
serve re´sultent en effet de l’amplification par l’e´coulement des perturbations a` l’entre´e
de l’expe´rience. En l’absence de forc¸age, les ondes naturelles observe´es sont difficiles a` in-
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Fig. 4.1 – Diagramme de phase des e´coulements de billes de verre de diame`tre d =0.5 mm
tire´ de Pouliquen 1999a, sur lequel on a rajoute´ la courbe de stabilite´ marginale the´orique
qui correspond a` un nombre de froude critique Frc = 2/3 (courbe en trait gras).
terpre´ter car leur amplitude de´pend du niveau de bruit dans l’expe´rience, niveau qui peut
varier en fonction des parame`tres de controˆle et des mate´riaux utilise´s. En imposant de
l’exte´rieur une perturbation bien de´finie et en suivant son e´volution le long de l’e´coulement,
on s’affranchit du bruit naturel.
Pour cela, nous avons de´veloppe´ un dispositif de forc¸age des ondes en amont de l’e´coulement.
Notre de´marche s’inspire directement des expe´riences de Liu et al. 1993 sur la stabilite´ des
films liquides sur plan incline´. L’ide´e est d’imposer en amont de l’e´coulement une per-
turbation de fre´quence f donne´e que l’on suit le long de l’e´coulement. Si la perturbation
croˆıt, l’e´coulement est instable vis-vis de cette fre´quence pour des parame`res de controˆle
(h, θ) fixe´s. En revanche si la perturbation de´croˆıt, l’e´coulement est stable a` cette fre´quence.
Dans un premier temps, nous avons e´tudie´ la stabilite´ des e´coulements de billes de verre.
Dans ce cas la the´orie moyenne´e dans l’e´paisseur jointe a` la loi de friction phe´nome´nologique
µ(u,h) pre´dit un seuil de stabilite´ controˆle´ par le nombre de Froude. Nous avons ensuite
re´alise´ des expe´riences similaires en utilisant du sable afin de mieux comprendre l’apparition
des ondes aux faibles vitesses.
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Chapitre 5
Dispositif expe´rimental et me´thodes
de mesure
Nous pre´sentons dans ce chapitre le dispositif expe´rimental que nous avons mis en place
pour faire l’e´tude pre´cise de l’instabilite´ en onde de surface. L’ensemble de ce dispositif est
pre´sente´ sur la figure 5.1. Le principe de l’expe´rience est de forcer en amont de l’e´coulement
des ondes d’amplitude et de fre´quence bien de´finies afin de suivre leur e´volution spatiale le
long du plan incline´. Pour imposer cette perturbation, nous avons mis en place un dispositif
de forc¸age qui envoie un jet d’air pe´riodique sur la surface de l’e´coulement. Les ondes ainsi
produites sont de´tecte´es en aval du forc¸age par transmission de lumie`re a` travers la couche
de grain.
5.1 Forc¸age des ondes
La premie`re e´tape consiste a` imposer en amont de l’e´coulement une perturbation de
la surface libre de la couche de grains. Cette perturbation doit avoir une fre´quence bien
de´termine´e pour nous permettre de distinguer le forc¸age des fluctuations naturelles pouvant
se de´velopper lors de l’e´coulement. De plus, l’amplitude du forc¸age doit eˆtre suffisamment
petite pour e´tudier le re´gime line´aire de l’instabilite´. Pour cela, nous avons choisi d’appli-
quer sur la surface libre de l’e´coulement un mince jet d’air pe´riodique, re´parti sur toute
la largeur du plan. Le jet d’air est produit par un ensemble de trois haut-parleurs (Mona-
corp SP-60/8) inse´re´s dans une buse (voir figure 5.1). Le grand rapport de surface entre
la surface totale des haut-parleurs (environ 200 cm2) et la surface de la fente a` la sortie
de la buse (1mm×30 cm) permet de produire un jet d’air homoge`ne et bien localise´, avec
une intensite´ suffisante pour de´former la couche de grains. Les haut-parleurs sont excite´s
par un ge´ne´rateur basse fre´quence (TTI TG550) relie´ a` un amplificateur de puissance. La
buse est positionne´e transversalement au plan a` une distance d’environ 30 cm de la sortie
du re´servoir. Cette technique permet de forcer en amont de l’e´coulement des ondes quasi-
bidimensionelles de fre´quence et d’amplitude controˆle´es par la fre´quence f et l’amplitude
AGBF applique´es aux haut-parleurs.
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Fig. 5.1 – Sche´ma du dispositif expe´rimental de forc¸age de l’instabilite´. a) Vue d’ensemble
du dispositif. b) De´tail de la technique de de´tection des ondes par transmission de lumie`re.
Une re´ponse typique de la surface libre de l’e´coulement au forc¸age sous la buse est
pre´sente´e sur la figure 5.2.a, lorsque les haut-parleurs sont excite´s sinuso¨ıdalement a` une
fre´quence f = 3 Hz et une amplitude AGBF = 1.5 V (l’e´paisseur de l’e´coulement est mesure´e
par transmission de lumie`re, comme nous le verrons dans le prochain paragraphe). Nous
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constatons que les variations d’e´paisseur δh de la couche de grains suivent bien la fre´quence
de forc¸age des haut-parleurs. En revanche, la re´ponse de la surface libre est fortement non-
sinuso¨ıdale et traduit la re´ponse non line´aire de la buse au forc¸age. En effet, l’e´coulement
d’air produit par la buse au voisinage de la couche de grain n’est pas syme´trique au cours
d’un cycle. Lorsque la buse souﬄe sur la surface, le jet d’air est intense et localise´. La
surface libre est alors creuse´e et les grains sont repousse´s sur les cote´s. En revanche lorsque
la buse aspire l’air, l’e´coulement est e´tale´ et ne pe´ne`tre pratiquement pas dans la couche
de grains.
Cette re´ponse anharmonique de la surface libre au forc¸age de la buse est particulie`rement
visible sur la transforme´e de Fourier des variations locales d’e´paisseur (figure 5.2b). Nous
remarquons que la perturbation ge´ne´re´e par la buse est pe´riodique a` la fre´quence de forc¸age
f mais qu’elle contient de nombreuses harmoniques, souvent plus fortes que le mode fon-
damental (noter l’e´chelle line´aire pour repre´senter l’amplitude des pics de Fourier).
La figure 5.2.a nous donne enfin un ordre de grandeur des de´formations de surface induites
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Fig. 5.2 – De´formations de la surface libre de l’e´coulement au niveau de la buse pour un
forc¸age f = 3 Hz et AGBF = 1.5 V. a) Variations d’e´paisseur δh de la couche en fonction
du temps. b) Moyenne de la transforme´e de Fourier des variations d’e´paisseur sur 60 cycles
(unite´s arbitraires).
par le forc¸age. Pour une fre´quence typique f = 3 Hz et une amplitude AGBF = 1.5 V, les
variations d’e´paisseur de la couche de grains au niveau de la buse sont de l’ordre de 0.25
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mm, ce qui correspond a` une demi-taille de particule dans le cas des billes de verre 0.5 mm.
Cette amplitude est a` comparer a` l’e´paisseur h de la couche en e´coulement et a` la longueur
d’onde λ des ondes de surface. Typiquement, h ∼ 10 d et λ ∼ 100 d ; on aura donc toujours
a  h  λ.
5.2 De´tection des ondes
La seconde e´tape consiste a` de´tecter les ondes force´es, c’est-a`-dire a` mesurer les va-
riations locales d’e´paisseur de la couche en e´coulement. Nous avons choisi de mesurer
l’amplitude et la forme des ondes force´es le long de l’e´coulement en utilisant une tech-
nique d’atte´nuation de la lumie`re. Un des inte´reˆts de cette me´thode est que l’on acce`de
a` l’e´paisseur locale instantane´e de la couche de grains avec une grande pre´cision et une
tre`s bonne re´solution temporelle. Nous verrons e´galement que l’on peut s’affranchir des
proble`mes de calibration si on s’inte´resse uniquement aux variations d’e´paisseur de la
couche autour de la valeur moyenne.
La re´alisation technique de cette mesure par transmission de lumie`re est de´crite sur la
figure 5.1.b. Un faisceau de lumie`re paralle`le est projete´ sur la surface libre de l’e´coulement
et la lumie`re transmise par la couche de grain est recueillie par une photodiode, fixe´e sous
le plan (rappelons a` ce propos que le plan est en verre transparent, ce qui nous permet
de “voir” la lumie`re transmise a` travers la couche). Le faisceau de lumie`re est produit par
un projecteur de diapositive dont l’ampoule est branche´e directement sur une alimenta-
tion continue stabilise´e 250 V/10 A (EA-PS 3032-10), afin de s’affranchir des fluctuations
du re´seau. Pour de´tecter l’intensite´ lumineuse qui traverse la couche de grain, nous avons
utilise´ des photodiodes line´aires avec une grande surface active (mode`le UDT PIN-6DI,
16.4 mm2). Cela nous permet d’ame´liorer la sensibilite´ de la de´tection tout en moyennant
spatialement la lumie`re transmise (typiquement, la surface de mesure de la photodiode
est d’une dizaine de grains). En effet, une des difficulte´s de cette mesure est le niveau de
bruit relativement e´leve´ du signal d’intensite´, en raison de la nature discre`te des particules.
En utilisant une lumie`re paralle`le de grande extension et un de´tecteur assez large, nous
avons pu re´duire sensiblement le bruit du signal d’intensite´ transmise. Les photodiodes
sont monte´es sur platines Micro-Controle et positionne´es le long d’un rail de translation
sous le plan.
Afin de calibrer notre syste`me de mesure, nous avons tout d’abord de´termine´ la loi qui
relie l’intensite´ de la lumie`re transmise a` l’e´paisseur h de la couche de grains. L’intensite´
de la lumie`re est de´tecte´e en reliant la photodiode a` un convertisseur courant-tension et un
amplificateur tandis que l’e´paisseur h est mesure´e inde´pendemment graˆce a` la technique
de la nappe laser. Les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure 5.3a pour une couche de billes
de verre et sur la figure 5.3b pour une couche de sable. Dans un premier temps, nous avons
mesure´ la loi de transmission de lumie`re dans le cas d’une couche de grains statique (ronds
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noirs •). Un moyen simple de cre´er une couche de grains d’e´paisseur constante est d’utili-
ser le de´poˆt qui suit un e´coulement stationnaire uniforme (voir chapitre 3). En changeant
l’angle d’inclinaison θ du plan, on varie l’e´paisseur du de´poˆt hstop(θ) sur une large gamme.
Nous constatons tout d’abord que l’intensite´ de la lumie`re transmise de´croˆıt exponentielle-
ment avec l’e´paisseur de la couche pour les deux types de mate´riaux. Les donne´es sont bien
interpole´es par une loi de type I = I0 exp(−h/L), la longueur d’atte´nuation caracte´ristique
L e´tant nettement plus grande pour les billes de verre que pour le sable (Lbilles = 7.40 d,
Lsable = 1.82 d). Pour ve´rifier que cette atte´nuation exponentielle reste valable lorsque les
grains coulent, nous avons e´galement fait des mesures sur des e´coulements stationnaires
uniformes, en variant l’e´paisseur h (cercles blancs ◦). Bien que la gamme d’e´paisseurs ex-
plore´es soit plus restreinte que dans le cas des couches statiques, nous remarquons que la loi
de transmission de la lumie`re est la meˆme, que les grains soient au repos ou en e´coulement
(les donne´es se superposent).
De fac¸on ge´ne´rale, la lumie`re transmise a` travers une couche de particules est une fonction
a` la fois de l’e´paisseur h et de la fraction volumique ν du milieu. Nos mesures montrent
donc que la fraction volumique reste pratiquement constante dans le re´gime d’e´coulement
dense qui nous inte´resse ici.
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Fig. 5.3 – Mesure de l’intensite´ transmise par une couche de grain en fonction de son
e´paisseur h. a) Billes de verre de diame`tre d = 0.5 mm. b) Sable de diame`tre moyen
d = 0.8 mm. L’intensite´ est normalise´e par l’intensite´ rec¸ue par la photodiode pour une
e´paisseur nulle et l’e´paisseur h est adimensionne´e par la taille d des grains. (•) : lumie`re
transmise a` travers une couche statique. (◦) : lumie`re transmise a` travers une couche en
e´coulement. La courbe continue est un fit exponentielle des donne´es : I/I0 = exp−h/L.
Pour les billes de verre, L = 7.40 d. Pour le sable, L = 1.82 d.
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Cette loi d’atte´nuation exponentielle de la lumie`re va nous permettre de mesurer les
variations d’e´paisseur locale de la couche sans faire de calibration. Pour le montrer, on
part du fait que la tension V de´livre´e par la photodiode est proportionnelle a` l’intensite´
I rec¸ue. La relation entre la tension V (t) et l’e´paisseur h(t) de la couche en e´coulement
s’e´crit alors :
V (t) = G I0 exp
(
−h(t)
L
)
, (5.1)
ou` I0 est l’intensite´ incidente sur la couche et G est le gain de la photodiode. En prenant
le logarithme de la tension V (t), on obtient :
ln V (t) = ln V0 − h(t)
L
, (5.2)
ou` V0 = GI0. Enfin, en retranchant la valeur moyenne dans le temps des deux cote´s, on a :
δ lnV (t) = −δh(t)
L
, (5.3)
ou` δf(t) = f(t)− 〈f(t)〉.
Les variations temporelles du logarithme de la tension de´livre´e par la photodiode, δ ln V (t),
sont donc directement relie´es aux variations temporelles d’e´paisseur de la couche en e´coulement,
δh(t). Pour un mate´riau donne´ (L fixe´e), δ ln V (t) ne de´pend donc pas de la lumie`re inci-
dente I0 ou du gain G de la photodiode. Nous avons ve´rifie´ ce re´sultat en variant l’intensite´
et le gain sur une grande gamme d’amplitude. Par la suite, nous pourrons donc mesurer
l’amplitude des ondes le long du plan avec plusieurs photodiodes, sans nous pre´occuper
des variations spatiales de lumie`re incidente sur le plan, ni des diffe´rences e´ventuelles de
gain entre les photodiodes.
Pour acque´rir et traiter les donne´es, la tension V (t) de´livre´e par la photodiode est
recueillie par une carte d’aquisition analogique/nume´rique 8 voies (NationalInstrument,
PCI-MIO-16XE-10, 16 bits, 100 kHz) installe´e sur un PC. La carte est interface´e par le
logiciel LabWindows/CVI et les donne´es enregistre´es sont traite´es sous Matlab.
5.3 Me´thode de mesure
La mesure de l’amplitude et de la phase de l’onde force´e a` la fre´quence f se fait par
un traitement en deux e´tapes. Tout d’abord, on calcule le logarithme de la tension V (t)
de´livre´e par la photodiode pour s’affranchir des proble`mes de calibration. D’apre`s (5.3), les
variations de ln V (t) autour de sa valeur moyenne sont en effet directement proportionnelles
aux variations d’e´paisseur δh de l’e´coulement. Dans un deuxie`me temps, on effectue la
transforme´e de Fourier discre`te de ce signal, TF(ln V ), afin de mesurer l’amplitude et la
phase de chaque composante de Fourier de l’onde.
De fac¸on ge´ne´rale, on peut exprimer l’onde force´e a` la fre´quence f en chaque point de
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Fig. 5.4 – a) Variations d’e´paisseur locale de la couche en e´coulement pour une fre´quence
de forc¸age f =5 Hz, mesure´es a` une distance de 15 cm de la buse. δh est normalise´e par L
(L = 3.7 mm pour les billes de verre). b) Spectre des variations locales d’e´paisseur moyenne´
sur 120 cycles. La transforme´e de Fourier des variations d’e´paisseur est normalise´e par
(2/N)L. Le temps d’e´chantillonnage est de 1.25 ms et le nombre de points d’acquisition
est N = 16284. (θ = 29◦, h = 5.3 mm).
l’espace par un de´veloppement de Fourier de la forme :
δh(t) =
∑
n≥1
anf cos (2pinft− φnf) , (5.4)
ou` anf et φnf sont respectivement l’amplitude et la phase du n
ie`me harmonique de l’onde
force´e. Sachant que δh = −L δ ln V (t), anf est relie´ a` la transforme´e de Fourier du signal
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acquis par :
anf = K L |TF(ln V )|nf . (5.5)
Le facteur K est un facteur nume´rique lie´ a` la discre´tisation du signal. Sa valeur exacte
est K = (2/N), ou` N est le nombre total de points d’acquisition du signal. Pour connaˆıtre
l’amplitude exacte des fluctuations d’e´paisseur δh d’un mode donne´, il faut donc connaˆıtre
la longueur d’atte´nuation L de la lumie`re a` travers la couche de grains et le nombre N
de points d’acquisition du signal. Par la suite, nous nous inte´resserons essentiellement a`
des rapports d’amplitudes pour de´terminer les taux de croissance. Ces pre´facteurs n’inter-
viennent donc pas et nous normalisons les fluctuations d’e´paisseur δh par L et l’amplitude
du mode de Fourier anf par (2/N)L.
Nous pouvons e´galement facilement acce´der par cette me´thode a` la phase de l’onde force´e
pour le nie`me mode, φnf . C’est simplement la phase du spectre de ln V (t) a` cette fre´quence.
La figure 5.4 pre´sente une onde mesure´e par cette me´thode pour une fre´quence de
forc¸age f de 5 Hz (e´coulement de billes de verre). L’onde est de´tecte´e en aval du point
de forc¸age a` une distance x =15 cm de la buse. On constate tout d’abord que le signal
temporel qui mesure les fluctuations d’e´paisseur locale de l’e´coulement est relativement
bruite´ (5.4a). Ce bruit peut avoir plusieurs origines. Par exemple, lorsque l’e´coulement
est instable, il se de´veloppe des ondes naturelles de grande longueur d’onde qui se super-
posent aux ondes force´es. De plus, il existe toujours des petites fluctuations dues a` la taille
du grain. La transforme´e de Fourier du signal moyenne´e sur de nombreux cycles permet
d’extraire de ce signal la partie correspondant uniquement au forc¸age, comme le montre
la figure 5.4b. Sur cette figure, le spectre associe´ a` l’onde force´e se de´tache clairement du
spectre naturel des fluctuations d’e´paisseur de l’e´coulement. Il est constitue´ d’une se´rie de
pics discrets a` la fre´quence de forc¸age et de ses harmoniques. D’apre`s la relation (5.5),
l’amplitude de chacun de ces pics est directement proportionnelle a` l’amplitude de chaque
mode de l’onde force´e.
5.4 Difficulte´s expe´rimentales
Le dispositif de forc¸age combine´ avec la technique de transmission de lumie`re nous
permet donc d’imposer une perturbation de fre´quence donne´e en amont de l’e´coulement et
de suivre son e´volution le long du plan incline´ (amplitude, phase). Cependant, pour e´tudier
l’instabilite´, nous devons faire face a` quelques difficulte´s que nous pre´sentons brie`vement
ici. Le premier proble`me concerne la technique de forc¸age par la buse. La seconde difficulte´,
d’ordre plus pratique, n’est pas moins importante ! Il s’agit d’estimer quelle quantite´ de
grains est ne´cessaire pour observer l’instabilite´ sur une dure´e d’e´coulement raisonnable.
5.4. DIFFICULTE´S EXPE´RIMENTALES 129
5.4.1 Forc¸age a` basse fre´quence
Une premie`re difficulte´ de l’expe´rience est lie´e a` notre technique de forc¸age. Nous avons
vu que la perturbation impose´e par la buse a` la surface libre de l’e´coulement e´tait anhar-
monique. Cette re´ponse non line´aire de la buse au forc¸age des hauts-parleurs est d’autant
plus marque´e que la fre´quence de forc¸age est basse, comme le montre la figure 5.5. Cette
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Fig. 5.5 – Fluctuations d’e´paisseur proches du point de forc¸age (x =3 cm) et spectre de
Fourier associe´ pour deux fre´quences de forc¸age f =1 (a) et f =8 Hz (b). Le spectre est
moyenne´ sur 120 cycles. (billes de verre, θ = 29◦, h = 5.3 mm).
figure pre´sente la re´ponse de la surface libre au forc¸age de la buse pour deux fre´quences
diffe´rentes, f =1 Hz et f =8 Hz, ainsi que le spectre de Fourier correspondant. Dans le
cas du forc¸age a` la fre´quence f =1 Hz, le signal temporel est fortement non-sinusoidal et
le spectre contient de nombreux harmoniques. Nous constatons e´galement que l’amplitude
du mode fondamental a` la fre´quence de forc¸age est petite devant l’amplitude des premie`res
harmoniques. Ce signal diffe`re fortement de celui pour une fre´quence de forc¸age de 8 Hz
(figure 5.5b). Dans ce cas, les de´formations de surface induites par la buse sont beaucoup
plus sinuso¨ıdales et la majeure partie de l’e´nergie du forc¸age est injecte´e dans le mode
fondamental.
Cette diffe´rence entre le forc¸age a` basse et haute fre´quence est caracte´ristique de la re´ponse
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non line´aire de la buse aux oscillations des haut-parleurs. On remarque sur la figure 5.5.a
que le temps caracte´ristique t0 de re´ponse de la buse est de l’ordre de 0.2 s, ce qui correspond
a` une fre´quence f0 d’environ 5 Hz. Tant que la fre´quence f impose´e par les haut-parleurs
est petite devant cette fre´quence caracte´ristique de la buse, on observe pratiquement la
re´ponse impulsionnelle de la buse qui se re´pe`te pe´riodiquement a` la fre´quence de forcage.
Les de´formations de surface sont alors fortement non-sinuso¨ıdales et l’e´nergie injecte´e dans
le mode fondamental est tre`s faible.
Il est donc difficile avec notre technique de forc¸age d’injecter dans l’e´coulement des
modes de basse fre´quence d’amplitude raisonnable, a` moins de “souﬄer” assez violemment
sur la surface ! Sur la figure 5.5, on remarque que l’amplitude δa de l’onde force´e a` 1 Hz est
deux fois plus grande que celle de l’onde a` 8 Hz. Pourtant, quand on s’inte´resse a` l’ampli-
tude du mode fondamental, les rapports sont comple`tement inverse´s : l’amplitude du mode
fondamental est presque trois fois plus faible pour f =1 Hz que pour f =8 Hz. Pour injecter
dans le syste`me un mode de basse fre´quence qui sorte du bruit, il est donc ne´cessaire de
de´former assez fortement la surface libre de l’e´coulement. Le risque est alors de ge´ne´rer des
harmoniques de trop grande amplitude qui peuvent interagir non-line´airement. Suivant les
gammes de parame`tres, il n’est pas toujours facile de concilier ces deux impe´ratifs.
Nous verrons par la suite que les harmoniques de fre´quence e´leve´e sont amortis rapi-
dement au cours de l’e´coulement, ce qui “adoucit” le forc¸age de la buse. Pendant ce cours
transitoire, les effets non line´aires peuvent eˆtre non ne´gligeables. Pour e´tudier le re´gime
line´aire de l’instabilite´, nous effectuerons donc syste´matiquement les mesures au-dela` de
20 cm de la buse.
5.4.2 Pre´cision des mesures et quantite´ de grains ne´cessaire
La seconde difficulte´ de l’expe´rience concerne la reproductibilite´ de la mesure de l’am-
plitude des ondes. En effet, la pre´cision de notre mesure est en grande partie conditionne´e
par le nombre de cycles sur lequel on calcule la transforme´e de Fourier du signal. Pour
avoir une bonne pre´cision, il faut donc que l’e´coulement dure suffisamment longtemps,
c’est-a`-dire qu’il y ait assez de grains disponibles dans le re´servoir.
Il est assez facile d’estimer le de´bit volumique de grains, par unite´ de largeur, ne´cessaire
pour e´tudier l’instabilite´ qui nous inte´resse. En effet, un ordre de grandeur du nombre
de Froude F qu’il faut atteindre pour observer les ondes est Fc ∼1. Le de´bit volumique
Q par unite´ de largeur e´tant donne´ par Q = uh =
√
g cos θFh3/2, le de´bit critique est
Qc ∼ √g h3/2. Pour un e´coulement granulaire constitue´ de billes de verre, nous avons vu que
la vitesse est relie´e a` l’e´paisseur et a` l’angle par une relation du type u/
√
gh = βh/hstop(θ)
avec β = 0.136 (voir chapitre 3). Un ordre de grandeur du de´bit critique est donc donne´
par :
Qc ∼ 20√ghstop(θ)3/2. (5.6)
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Nous remarquons que plus l’e´paisseur de de´poˆt hstop est grande, plus le de´bit qu’il faut at-
teindre pour observer l’instabilite´ est important. Appliquons ce re´sultat a` un angle typique
de 25◦ (hstop ∼0.2 cm), une largeur de plan l =70 cm et une dure´e d’e´coulement de une
minute (ce qui revient a` moyenner le signal sur 60 cycles a` une fre´quence de forc¸age de 1
Hz). On trouve que le volume de grains ne´cessaire est de l’ordre de 1.5 105 cm3, soit 150
litres !
Pour moyenner suffisamment les mesures, nous avons donc opte´ pour une solution de
compromis (l’ide´e de la construction d’un “tapis roulant” pour remonter en continu les
billes a vite e´te´ e´carte´e pour des raisons de couˆt et d’encombrement de l’expe´rience. . . ).
Tout d’abord, nous disposons d’une quantite´ importante de billes de verre (environ 40
litres) que l’on remonte avec un seau dans le re´servoir. Il faut cependant souligner qu’il
est de plus en plus difficile de trouver en grande quantite´ des billes de verre de qualite´,
les normes europe´ennes ayant change´ au cours de la the`se ! Nous avons e´galement divise´ la
largeur du plan par deux, soit l =35 cm (pour des largeurs plus petites, les effets de bord
deviennent trop geˆnants). Enfin, on re´alise pour chaque mesure cinq expe´riences identiques,
la dure´e typique d’un e´coulement e´tant de 20 secondes.
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Chapitre 6
Re´sultats pour les billes de verre
Nous pre´sentons dans ce chapitre les re´sultats de notre e´tude de l’instabilite´ par forc¸age
des ondes dans le cas des e´coulements de billes de verre. Sans forc¸age, aucune onde n’e´tait
observe´e. Nous montrons ici graˆce au forc¸age que l’instabilite´ existe mais que les taux de
croissance sont tre`s faibles. Notre plan incline´ e´tait donc trop court pour que l’on puisse
voir se de´velopper les ondes naturellement.
Nous montrons dans un premier temps qu’il existe un re´gime d’instabilite´ line´aire de ces
e´coulements. Nous e´tudions ensuite la relation de dispersion des ondes force´es, c’est-dire les
taux de croissance et la vitesse de phase de ces ondes. Enfin, nous pre´sentons le diagramme
de stabilite´ expe´rimental et nous comparons ces re´sultats avec l’analyse de stabilite´ line´aire
faite dans le cadre des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur.
6.1 Evolution spatiale d’une onde force´e : re´gime line´aire
La premie`re e´tape avant d’e´tudier plus en de´tail l’instabilite´ est de s’assurer de l’exis-
tence d’un re´gime line´aire. Pour cela, nous avons e´tudie´ l’e´volution le long du plan d’une
perturbation pe´riodique impose´e en amont de l’e´coulement. La figure 6.1 montre l’e´volution
typique d’une onde force´e au-dessus du seuil de stabilite´ (θ = 29◦, h = 5.3 mm). L’onde
est mesure´e a` deux positions successives en aval de l’e´coulement (x = 6 cm et x = 96 cm
de la buse) et la fre´quence de forc¸age est f =2 Hz.
La premie`re observation est que la fre´quence de l’onde qui se propage le long de l’e´coulement
“suit” exactement la fre´quence de forc¸age. On remarque que le spectre des variations lo-
cales d’e´paisseur est la superposition du spectre de l’onde force´e, constitue´ de pics discrets
a` la fre´quence de forc¸age et de ses harmoniques, et du spectre continu des fluctuations
naturelles de l’e´coulement. Ce re´sultat est important car il signifie que l’instabilite´ est
convective, c’est-a`-dire qu’une perturbation impose´e en un endroit fixe de l’e´coulement est
entraine´e par l’e´coulement moyen.
Nous remarquons e´galement que l’onde force´e e´volue fortement le long du plan. Cela est
particulie`rement clair sur la transforme´e de Fourier du signal (on a pris ici le logarithme
de la transforme´e de Fourier pour mieux distinguer le spectre naturel lie´ au bruit). On re-
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marque que les modes de haute fre´quence (f > 6 Hz) sont amortis au cours de l’e´coulement
tandis que les modes de basse fre´quence (f ≤ 6 Hz) sont amplifie´s. Cette amplification des
fluctuations d’e´paisseur de basse fre´quence est e´galement visible sur le spectre continu na-
turel de l’e´coulement.
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Fig. 6.1 – Evolution typique d’une onde force´e au-dessus du seuil de stabilite´. L’onde est
mesure´e a` deux positions diffe´rentes, x = 6 cm et x = 96 cm du point de forc¸age. (f = 2
Hz, θ = 29◦, h = 5.3 mm). a) et c) Fluctuations d’e´paisseur locales adimensionne´e par L.
b) et d) Spectre de puissance moyenne´ sur 40 cycles en coordonne´es logarithmiques.
Ces re´sultats sont obtenus pour une seule fre´quence de forc¸age et deux positions le long
de l’e´coulement. Il est donc difficile a` partir de ces seules observations de conclure a` une
instabilite´ de l’e´coulement. En particulier, l’amplification des modes de basse fre´quence
pourrait provenir d’effets non line´aires par interaction avec d’autres modes. Nous avons
donc syste´matiquement mesure´ pour diffe´rentes fre´quences de forc¸age l’e´volution de l’am-
plitude du mode fondamental af en fonction de la distance x au point de forc¸age. Les
re´sultats sont donne´s sur la figure 6.2 pour cinq fre´quences de forc¸age : f =2 Hz, f =5
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Hz, f =7 Hz et f =12 Hz. Nous constatons tout d’abord que l’e´volution spatiale du mode
fondamental de´pend fortement de la fre´quence de forc¸age. Pour une fre´quence de 2 Hz et
de 5 Hz, l’amplitude du mode fondamental croˆıt au cours de l’e´coulement, tandis que pour
une fre´quence de forc¸age de 12 Hz le mode est rapidement amorti. Enfin, on remarque que
pour une fre´quence de forc¸age de 7 Hz l’amplitude du mode fondamental reste constante
au cours de l’e´coulement. Pour les parame`tres de controˆle que l’on s’est fixe´, on retrouve
donc le re´sultat obtenu pre´ce´demment, a` savoir que les basses fre´quences sont amplifie´es au
cours de l’e´coulement tandis que les hautes fre´quences sont amorties. Il existe e´galement
une fre´quence qui correspond a` un mode neutre, c’est-a`-dire une fre´quence pour laquelle le
mode n’est ni amplifie´ ni amorti le long du plan.
Le second re´sultat important est que pour une fre´quence de forc¸age fixe´e, l’amplitude du
mode fondamental varie exponentiellement le long de l’e´coulement : af(x) = af (0) expσx,
ou` σ est le taux de croissance spatiale. De plus, ce taux de croissance ne de´pend pas de
l’amplitude de forc¸age, dans la gamme d’amplitudes typiques que nous employons.
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Fig. 6.2 – Evolution le long du plan d’une onde force´e, pour diffe´rentes fre´quences de
forc¸age. La distance x est mesure´e le long du plan a` partir du point de forc¸age et l’am-
plitude de l’onde est normalise´e par son amplitude en x =0. Les courbes continues cor-
respondent a` une interpolation exponentielle de la forme exp(σx) avec σ(2Hz) =0.0194
cm−1, σ(5Hz) =0.0110 cm−1, σ(7Hz) =0.0001 cm−1 et σ(12Hz) =-0.0389 cm−1. Les
barres d’erreur indiquent la dispersion des mesures. (θ = 29◦, h = 5.3 mm).
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Ces re´sultats montrent qu’il existe un re´gime d’instabilite´ line´aire de l’e´coulement. Un
autre moyen de ve´rifier que l’on travaille dans un re´gime line´aire est de comparer le taux de
croissance σ de´duit de l’e´volution spatiale du mode fondamental a` celui de´duit de l’e´volution
spatiale des modes harmoniques. En effet, la perturbation impose´e par notre forc¸age en
amont de l’e´coulement e´tant non-sinuso¨ıdale, nous injectons dans l’e´coulement non seule-
ment le mode fondamental a` la fre´quence de forc¸age f , mais e´galement des modes harmo-
niques de fre´quence fn = nf . On peut donc de´terminer le taux de croissance σ(f) d’un
mode a` la fre´quence f de plusieurs fac¸ons. Soit on impose une perturbation de fre´quence
f et on suit l’e´volution spatiale du mode fondamental. Soit on force une onde de fre´quence
f ′ = f/n et on suit l’e´volution spatiale du nie`me harmonique de cette onde.
Nous avons syste´matiquement mesure´ le taux de croissance en fonction de la fre´quence
selon ces deux me´thodes. Pour mesurer le taux de croissance d’un mode de fre´quence f ,
nous plac¸ons deux photodiodes a` une position x1 et x2 du point de forc¸age et nous mesu-
rons l’amplitude af en chaque point. L’e´volution spatiale d’un mode e´tant exponentielle,
le taux de croissance est simplement donne´ par :
σ =
1
∆x
ln
a(x2)
a(x1)
, (6.1)
ou` ∆x = x2 − x1.
Les re´sultats obtenus sont rassemble´s sur la figure 6.3. Sur ce graphe, les taux de crois-
sance mesure´s directement a` partir du mode fondamental sont donne´s par les ronds noirs
(•). Les autres points correspondent aux taux de croissance mesure´s a` partir des modes
harmoniques pour des fre´quences de forc¸age indique´es sur le graphe. Nous remarquons que
l’allure de la courbe donnant le taux de croissance en fonction de la fre´quence de´pend peu
de la me´thode choisie, aux incertitudes de mesure pre`s. En particulier, le mode le plus
amplifie´ (f = 2 − 3 Hz) et le mode neutre (f ∼ 7 Hz) sont les meˆmes. Graˆce a` notre
forc¸age fortement non-sinuso¨ıdal, on peut donc espe´rer obtenir d’un seul coup la relation
de dispersion de notre syste`me, en forc¸ant uniquement a` une seule fre´quence !
Il existe cependant de le´ge`res diffe´rences entre les taux de croissance mesure´s a` partir
du mode fondamental de l’onde force´e et a` partir des modes harmoniques. En parti-
culier, nous avons remarque´ que pour les modes instables, les taux d’amplification sont
syste´matiquement plus petit en mesurant le mode fondamental. Pour de´terminer pre´cise´ment
les taux de croissance, nous utiliserons donc toujours le mode fondamental.
Cette e´tude de l’e´volution spatiale d’une onde le long du plan montre donc qu’il existe
un re´gime d’instabilite´ line´aire. Les diffe´rents modes injecte´s dans le syste`me par notre
forc¸age non-sinuso¨ıdal interagissent tre`s peu les uns avec les autres, du moins dans la zone
ou` nous effectuons les mesures. L’existence d’un re´gime line´aire pour l’instabilite´ va nous
permettre d’e´tudier avec pre´cision la relation de dispersion des ondes de surface et le seuil
de stabilite´ de l’e´coulement.
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Fig. 6.3 – Taux de croissance spatiale σ en fonction de la fre´quence de forc¸age f . Le taux
de croissance est mesure´ a` partir du mode fondamental de l’onde force´e (•) ou a` partir
de ces modes harmoniques (dans ce cas, les fre´quences de forc¸age sont indique´es sur le
graphe). (θ = 29◦, h = 5.3 mm).
6.2 Relation de dispersion
Dans cette partie, nous pre´sentons la relation de dispersion typique de l’instabilite´ en
onde de surface, c’est-a`-dire le taux de croissance spatiale et la vitesse de phase des ondes
en fonction de la fre´quence de forc¸age, pour une valeur des parame`tres de controˆle θ et h
fixe´e.
6.2.1 Taux de croissance spatiale
La figure 6.4a est une mesure typique du taux de croissance spatiale σ en fonction de
la fre´quence f quand l’e´coulement est instable (θ = 29◦, h =5.3 mm). Tout d’abord, on re-
marque qu’il existe toute une bande de fre´quences instables pour des fre´quences infe´rieures
a` une certaine fre´quence fc qui est ici de l’ordre de 7 Hz. Une onde sinuso¨ıdale de fre´quence
infe´rieure a` cette fre´quence fc est donc amplifie´e au cours de l’e´coulement. L’existence
de modes amplifie´s prouve que l’e´coulement est instable pour les parame`tres de controˆle
θ = 29◦ et h =5.3 mm conside´re´s.
Le taux d’amplification d’un mode le long de l’e´coulement de´pend fortement de sa fre´quence.
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Sur l’exemple de la figure 6.4a, le mode le plus instable a lieu pour une fre´quence de l’ordre
de 2 − 3 Hz, le taux de croissance spatiale e´tant alors de l’ordre de 10−2 cm−1. Pour des
fre´quences plus faibles, σ semble diminuer tout en restant positif quand f → 0. Il est ce-
pendant difficile expe´rimentalement de mesurer le taux de croissance pour des fre´quences
infe´rieures a` 1 Hz. Nous avons de´ja signale´ au chapitre 5 que notre technique de forc¸age
e´tait peu efficace pour ces basses fre´quences, la perturbation impose´e par la buse e´tant
alors fortement non-sinuso¨ıdale. Par la suite, les fre´quences que nous e´tudierons serons
toujours supe´rieures ou e´gales a` 1 Hz.
L’autre re´sultat important est qu’au-dela` d’une certaine fre´quence, les modes sont tous
amortis le long de l’e´coulement, et ce d’autant plus que la fre´quence est e´leve´e. Il existe
donc une fre´quence dite de coupure fc, qui se´pare les fre´quences instables des fre´quences
stables. Un mode a` la fre´quence de coupure se propage sans e´voluer le long de l’e´coulement
comme le montre la figure 6.2.
Nous allons voir que l’existence d’une fre´quence de coupure bien de´finie dans le syste`me va
nous permettre de de´terminer avec pre´cision le seuil de stabilite´. Un moyen rapide d’esti-
mer la fre´quence de coupure du syste`me est d’imposer une perturbation de basse fre´quence
(1 Hz par exemple) et de suivre l’e´volution des modes harmoniques. On obtient alors un
encadrement grossier de fc, a` 1 ou 2 Hz pre`s. Pour de´terminer ensuite plus pre´cise´ment fc,
on varie la fre´quence de forc¸age autour de cette fre´quence de coupure en mesurant simul-
tane´ment les taux de croissance. Il faut cependant noter que l’incertitude sur la mesure
des taux de croissance limite la pre´cision de notre mesure de fc.
6.2.2 Vitesse de phase
Notre technique de mesure permet e´galement d’acce´der a` la vitesse de phase vφ des
ondes force´es en fonction de la fre´quence f ou, ce qui revient au meˆme, a` la longueur d’onde
λ donne´e par λ = vφ/f . Pour cela, nous mesurons la phase de la transforme´e de Fourier
des variations locales d’e´paisseur a` deux positions successives le long de l’e´coulement. En
effet, un mode sinuso¨ıdal de fre´quence f peut s’e´crire en chaque point x de l’espace :
δhf = af (x) cos[2pift− φf(x)]. (6.2)
Pour une onde plane qui e´volue exponentiellement le long de l’e´coulement, on a
af (x) = af (0)e
σx et φf (x) = kx, (6.3)
ou` k est le nombre d’onde de´fini par k = 2pi/λ. En mesurant la phase de la transforme´e
de Fourier du signal, φf(x), en deux points x1 et x2 le long du plan, on de´termine donc le
nombre d’onde k et la vitesse de phase vφ par :
k =
φf (x2)− φf(x1)
∆x
et vφ =
2pif
k
, (6.4)
ou` ∆x = x2 − x1.
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Fig. 6.4 – Relation de dispersion expe´rimentale. a) Taux de croissance spatiale en fonction
de la fre´quence de forc¸age. b) Vitesse de phase en fonction de la fre´quence de forc¸age. Le
graphe en insert donne la relation entre la pulsation ω et le nombre d’onde k. (θ = 29◦,
h = 5.3 mm).
Il est a` noter que la mesure de la vitesse de phase est beaucoup plus pre´cise que celle
des taux de croissance, l’amplitude de l’onde e´tant beaucoup plus sensible au bruit de
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l’e´coulement que sa phase.
La vitesse de phase ainsi de´termine´e est donne´e sur la figure 6.4b pour les meˆmes
conditions expe´rimentales que pre´ce´demment (θ = 29◦, h = 5.3 mm). On remarque que
la vitesse de phase est pratiquement constante dans la gamme de fre´quences que nous
avons explore´e. Pour les parame`tres de controˆle conside´re´s, sa valeur est de l’ordre de 45
cm/s, soit un peu plus du double de la vitesse moyenne de l’e´coulement (u =21 cm/s).
Ce caracte`re non dispersif des ondes est parfaitement visible sur le graphe qui donne la
pulsation ω en fonction du nombre d’onde re´el k (6.4b.insert) : la relation entre la pulsation
et le nombre d’onde est line´aire, la pente donnant la vitesse de phase.
Nous avons e´galement fait des mesures de vitesses de phase pour d’autres valeurs des
parame`tres de controˆle (θ, h). La vitesse de phase est toujours pratiquement inde´pendante
de la fre´quence. Par contre, la valeur de la vitesse de phase de´pend des parame`tres (θ, h)
comme nous le verrons lors de la comparaison avec la the´orie.
6.3 Seuil de stabilite´
6.3.1 Une instabilite´ a` nombre d’onde nul
Jusqu’a` pre´sent, nous avons e´tudie´ les caracte´ristiques de l’instabilite´ (taux de crois-
sance, vitesse de phase) pour un angle d’inclinaison du plan θ et une e´paisseur de l’e´coulement
h fixes. Pour θ = 29◦ et h = 5.3 mm, nous avons ainsi montre´ que l’e´coulement est instable
car il existe des modes amplifie´s le long de l’e´coulement. Que se passe-t-il maintenant quand
on modifie un des deux parame`tres de controˆle?
La figure 6.5 donne l’e´volution typique des taux de croissance quand on diminue l’e´paisseur
tout en maintenant l’angle du plan fixe (θ = 29◦). Nous constatons que l’e´coulement est
moins instable quand l’e´paisseur diminue. Tout d’abord la fre´quence de coupure diminue
quand l’e´paisseur diminue, ce qui veut dire que la bande de fre´quences instables dans le
syste`me re´tre´cit. De plus, la valeur du taux de croissance maximal diminue e´galement
quand l’e´paisseur de´croˆıt.
Nous avons mesure´ syste´matiquement la fre´quence de coupure en fonction de l’e´paisseur
de l’e´coulement (voir figure 6.6a). La relation fc(h) ainsi obtenue constitue la courbe mar-
ginale de l’instabilite´ dans l’espace (h, f), pour un angle θ fixe´. Cette courbe de´limite la
zone ou` les ondes sont stables (faibles e´paisseurs, hautes fre´quences) de la zone ou` les ondes
sont instables (grandes e´paisseurs, basses fre´quences). On remarque que la fre´quence de
coupure fc de´croˆıt avec l’e´paisseur et tend vers ze´ro quand l’e´paisseur se rapproche d’une
e´paisseur critique hc. Pour des e´paisseurs infe´rieures a` hc, les ondes sont stables quelle que
soit leur fre´quence. L’e´coulement est donc stable pour h < hc, hc e´tant le seuil de stabilite´
de l’e´coulement pour l’angle que l’on a fixe´.
Cette situation ou` la fre´quence de coupure du syste`me tend vers ze´ro quand on s’ap-
proche du seuil de stabilite´ est caracte´ristique d’une instabilite´ “a` fre´quence nulle” ou
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Fig. 6.5 – Taux de croissance spatiale en fonction de la fre´quence quand on diminue
l’e´paisseur h de l’e´coulement en maintenant l’angle fixe (θ = 29◦, les valeurs de h sont
donne´es sur le graphe). Le nombre de Froude pour ces parame`tres de controˆle est respecti-
vement 1.02 (•), 0.66 (), 0.58 (◦) et 0.51 (2).
a` nombre d’onde k nul. Expe´rimentalement, il est dans ce cas difficile de mesurer avec
pre´cision le seuil de stabilite´ car on ne peut pas forcer l’e´coulement a` des fre´quences ar-
bitrairement basses. Pour de´terminer le seuil de stabilite´ hc, nous devons donc extrapoler
la relation fc(h) de la figure 6.6a lorsque la fre´quence de coupure tend vers ze´ro. Cette
me´thode a e´te´ par exemple utilise´e par Liu et al. 1993 pour mesurer le nombre de Rey-
nolds critique Rc d’un e´coulement de film liquide sur plan incline´. Pour ce syste`me, une
analyse de stabilite´ line´aire des e´quations de Navier-Stokes montre que la fre´quence de
coupure varie comme la racine carre´e de l’e´cart au seuil au voisinage du point critique, ce
qui permet d’interpoler la relation fc(Re). Dans le cas d’un e´coulement granulaire, nous
avons de´ja` signale´ que les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur ne donnent pas de ren-
seignement sur les me´canismes stabilisants. La the´orie ne pre´dit donc pas de fre´quence de
coupure et nous ne connaissons pas le comportement de fc pre`s du seuil. Nous avons donc
essaye´ diffe´rentes fonctions pour interpoler nos donne´es fc(h). Sur la figure 6.6a, la courbe
en trait continu (resp. en trait pointille´) est une interpolation des donne´es expe´rimentales
du type h = hc1 + afc + bfc
2 (resp. du type h = hc2 + bfc
2). Compte tenu des incerti-
tudes sur la mesure de la fre´quence de coupure, il est difficile de trancher entre ces deux
expressions. Par la suite, la valeur que nous donnerons pour le seuil de stabilite´ hc sera la
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valeur moyenne des valeurs hc1 et hc2 de´duites de ces deux “fits”. On obtient ainsi pour
l’e´paisseur critique hc(29
◦) = 2.6±0.3 mm a` un angle θ = 29◦.
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Fig. 6.6 – Fre´quence de coupure fc en fonction de l’e´paisseur h de l’e´coulement (a) et
du nombre de Froude F = u/
√
gh cos θ (b), pour un angle θ = 29◦. La courbe en continu
est une interpolation polynomiale du type a + bfc + cf
2
c et la courbe en pointille´s est une
interpolation quadratique du type a + cf 2c .
Nous avons vu dans le chapitre consacre´ a` l’analyse line´aire de l’instabilite´ que la the´orie
pre´dit une instabilite´ controˆle´e par le nombre de Froude F , de´fini par F = u/
√
gh cos θ.
Il est donc inte´ressant d’utiliser ce nombre de Froude a` la place de l’e´paisseur comme
parame`tre de controˆle, c’est-a`-dire de passer du couple de parame`tres de controˆle (θ, h)
au couple (θ, F ). Pour mesurer le nombre de Froude, nous avons mesure´ pour chacune des
expe´riences la vitesse moyenne de l’e´coulement u en plus de l’e´paisseur h.
Quand on diminue l’e´paisseur a` angle fixe´, on diminue e´galement le nombre de Froude.
L’e´paisseur critique hc correspond donc a` un nombre de Froude critique Fc pour l’instabilite´.
Pour de´terminer Fc, on utilise la proce´dure de´crite auparavant en interpolant la relation
fc(F ) vers ze´ro comme le montre la figure 6.6b. Pour θ = 29
◦, on trouve un nombre de
Froude critique Fc(29
◦) = 0.54 ± 0.02. Lorsque le nombre de Froude est infe´rieur a` Fc,
l’e´coulement est stable.
6.3.2 Diagramme de stabilite´
Une fois de´termine´ le seuil de stabilite´ pour un angle donne´, nous pouvons changer
l’angle et re´pe´ter toute la proce´dure expe´rimentale que nous avons de´crite. L’ensemble de
ces mesures est rassemble´ sur la figure 6.7 qui donne la fre´quence de coupure des ondes fc
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en fonction de l’e´paisseur h de l’e´coulement (a) et du nombre de Froude F (b), pour des
angles allant de 29◦ jusqu’a` 24◦.
Nous retrouvons pour diffe´rents angles les re´sultats que nous avons obtenus avec un seul
angle : pour un angle fixe´, la fre´quence de coupure de´croˆıt quand l’e´paisseur diminue. Nous
constatons e´galement que pour une e´paisseur donne´e, la fre´quence de coupure diminue
lorsque l’angle diminue. Cela veut dire que plus l’angle d’inclinaison du plan est faible,
plus il faut augmenter l’e´paisseur de l’e´coulement pour observer l’instabilite´.
Le point important est que toutes ces donne´es se rassemblent quand on utilise le nombre
de Froude F comme parame`tre de controˆle au lieu de l’e´paisseur h. Ce re´sultat montre que
l’instabilite´, au voisinage du seuil, est pilote´e par le nombre de Froude.
Nous n’avons pas de´termine´ le seuil de stabilite´ pour des angles infe´rieurs a` 24◦ ou
supe´rieurs a` 29◦. Pour des angles supe´rieures a` 29◦, il semble que nous quittions la re´gion
des e´coulements stationnaires uniformes. Dans ce cas l’e´coulement acce´le`re le long de la
pente et on observe encore l’instabilite´ en onde de surface. Cependant l’e´coulement n’est
plus de´crit par le re´gime des e´coulements denses.
Le proble`me auquel on est confronte´ pour des angles infe´rieures a` 24◦ est d’une toute autre
nature. En effet, a` mesure que l’on diminue l’angle, l’e´paisseur qu’il faut atteindre pour ob-
server l’instabilite´ est de plus en plus grande. Cela entraine deux difficulte´s expe´rimentales.
Tout d’abord, le de´bit volumique ne´cessaire pour observer l’instabilite´ augmente fortement
(voir chapitre 5). La quantite´ de billes dont nous disposons e´tant limite´e, la dure´e sur
laquelle le signal est moyenne´ est de plus en plus re´duite a` mesure que l’on diminue l’angle
du plan. Ainsi, la dure´e moyenne d’un e´coulement au seuil de stabilite´ est a` peine de dix se-
condes a` 24◦ contre plus de deux minutes a` 29◦, compte tenu du volume de billes disponible
dans le re´servoir. L’autre difficulte´ qui apparaˆıt aux faibles angles est lie´e a` la longueur
d’e´tablissement du re´gime stationnaire uniforme a` la sortie du re´servoir : plus l’e´paisseur
de l’e´coulement est grande, plus cette “longueur d’entre´e” du syste`me est importante. Pour
des faibles angles, les e´paisseurs qu’il faut atteindre pour observer l’instabilite´ sont grandes
et nous ne sommes pas certains de forcer les ondes dans une zone d’e´coulement pleinement
de´veloppe´e. Ces difficulte´s expe´rimentales expliquent la grande incertitude de la mesure
faite a` θ = 24◦, ainsi que le peu de donne´es a` cet angle. Il faut d’ailleurs interpre´ter avec
pre´caution le seuil de stabilite´ mesure´ dans ce cas.
A partir de ces mesures, nous pouvons de´terminer l’e´paisseur critique hc(θ) et le nombre
de Froude critique Fc(θ) en fonction de l’angle d’inclinaison du plan. On obtient alors les
diagrammes de stabilite´ de l’e´coulement dans l’espace des phases (θ, h) et (θ, F ). Ceux-
ci sont pre´sente´s sur la figure 6.8. On remarque que l’instabilite´ apparaˆıt aux grandes
e´paisseurs et aux grands angles. Lorsque l’angle du plan est fixe´, il faut atteindre une
certaine e´paisseur critique pour observer l’instabilite´. De meˆme a` e´paisseur donne´e, l’in-
stabilite´ apparaˆıt au-dela` d’un angle critique.
Le parame`tre de controˆle de l’instabilite´ est le nombre de Froude comme le montre la figure
6.8b. Alors que l’e´paisseur critique hc varie fortement avec l’angle d’inclinaison du plan, le
nombre de Froude critique Fc ne de´pend pratiquement pas de l’angle d’inclinaison. Pour
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les e´coulements granulaires de billes de verre, on trouve Fc = 0.55± 0.05 .
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Fig. 6.7 – Fre´quence de coupure fc en fonction de l’e´paisseur h de l’e´coulement (a) et
du nombre de Froude F = u/
√
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l’expe´rience (voir le´gende du graphe).
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Fig. 6.8 – a) Diagramme de stabilite´ dans l’espace des phases (θ, h) (a) et (θ, F ) (b).
Les points noirs (•) correspondent au seuil de stabilite´ de´termine´ expe´rimentalement. La
courbe en pointille´s est la courbe de stabilite´ marginale the´orique. La courbe en continue
est une interpolation de l’e´paisseur de de´poˆt hstop(θ) (◦) de la forme hstop(θ) = L((tan δ2−
tan δ1)/(tan θ − tan δ1)− 1) avec L = 0.824mm, δ1 = 20.90◦ et δ2 = 32.76◦.
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6.4 Comparaison avec la the´orie
L’e´tude expe´rimentale pre´cise de l’instabilite´ en onde plane dans le cas des e´coulements
de billes de verre nous a donc apporte´ plusieurs re´sultats importants :
– Contrairement a` ce que sugge´raient nos observations pre´liminaires des e´coulements
non force´s, l’instabilite´ en onde longue existe. Elle est controˆle´e par le nombre de
Froude et apparaˆıt au-dessus d’un nombre de Froude critique Fc donne´ par Fc =
0.55± 0.05.
– L’instabilite´ en onde de surface est une instabilite´ a` nombre d’onde nul. Au dessus
du seuil de stabilite´, il existe une fre´quence de coupure qui se´pare les modes instables
des modes stables.
– Dans la gamme de fre´quence explore´e, la vitesse de propagation des ondes ne de´pend
pas de la fre´quence, i.e. le milieu n’est pas dispersif vis-a`-vis des ondes de surface.
Dans cette partie, nous comparons ces re´sultats expe´rimentaux avec les pre´dictions de
l’analyse de stabilite´ line´aire mene´e dans le cadre des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur
(chapitre 3). Nous avons vu que cette analyse permet de de´terminer le seuil de stabilite´
et la relation de dispersion de l’e´coulement en fonction de la loi de friction µ(u,h) ou, de
fac¸on e´quivalente, de la loi u(h,θ) des e´coulements stationnaires uniformes.
Plus pre´cise´ment, la loi d’e´coulement intervient dans la the´orie par l’interme´diaire des
de´rive´es de u(h,θ) : a = u
cos2 θ
( ∂θ
∂u
)0 et b/a = − 1u(∂u∂h)0. Pour un e´coulement granulaire
constitue´ de billes de verre monodisperses, la vitesse moyenne u des e´coulements station-
naires uniformes est relie´e a` l’e´paisseur h de l’e´coulement et a` l’angle d’inclinaison θ du
plan par la loi d’e´chelle suivante (voir chapitre 3) :
u = β
√
g
h3/2
hstop(θ)
. (6.5)
ou` β = 0.136 et hstop(θ) est l’e´paisseur des de´poˆts. En connaissant l’expression de hstop(θ)
en fonction de l’angle, on peut donc de´terminer les parame`tres a et b de l’analyse line´aire :
a =
hstop
′(θ)
cos2 θ hstop(θ)
2 , (6.6)
b
a
= −3
2
. (6.7)
La seule grandeur inconnue qui reste dans la the´orie est alors le parame`tre α, qui est relie´
au profil de vitesse dans la couche en e´coulement. Pour un e´coulement granulaire sur plan
incline´, on ne connait pas la forme du profil de vitesse mais nous avons vu que α est proche
de 1 pour plusieurs profils usuels. Par la suite, nous prendrons α = 1. Nous reviendrons
sur ce choix a` la fin de ce paragraphe.
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6.4.1 Seuil de stabilite´
Nous comparons tout d’abord les seuils de stabilite´ expe´rimental et the´orique. Selon la
the´orie, l’e´coulement est instable quand :
c0 > c+, (6.8)
ou` c0 = 1 − ba = 1 + 1u
(
∂u
∂h
)
h est la vitesse des ondes cine´matiques adimensionne´e par
la vitesse moyenne u de l’e´coulement et c+ = 1 +
1
F
est la vitesse des ondes de gravite´,
elle aussi adimensionne´e. En utilisant (6.7), on trouve donc que l’e´coulement est instable
quand :
F ≥ 2
3
, (6.9)
soit h ≥ 2
3
√
cos θ
β
hstop(θ). (6.10)
Le seuil de stabilite´ the´orique ainsi calcule´ est donne´ sur la figure 6.8 par la courbe
en pointille´s, en paralle`le avec le seuil de stabilite´ de´termine´ expe´rimentalement. Pour cal-
culer l’e´paisseur critique hc(θ) donne´e par (6.10), nous avons interpole´ les mesures des
de´poˆts hstop(θ) (courbe en trait continu-voir le´gende). Nous constatons que l’accord entre
la the´orie et les mesures expe´rimentales est relativement bon. En particulier, la variation
de l’e´paisseur critique avec l’angle d’inclinaison du plan et l’ordre de grandeur du nombre
de Froude critique sont les meˆmes dans l’expe´rience et la the´orie. Cependant, la the´orie
pre´dit un nombre de Froude critique Fc = 2/3, supe´rieur d’environ 15 − 20% au seuil de
stabilite´ expe´rimental (qui est compris entre 0.62 et 0.52).
6.4.2 Relation de dispersion
La the´orie donne e´galement la relation de dispersion des ondes c’est-a`-dire le taux de
croissance et la vitesse de phase en fonction de la fre´quence. La figure 6.9 montre ainsi la
relation de dispersion the´orique typique de l’instabilite´ calcule´e pour un angle θ = 29◦ et
un nombre de Froude F =1.02 ainsi que les mesures expe´rimentales dans les meˆmes condi-
tions. Afin de comparer plus facilement la the´orie et l’expe´rience, le taux de croissance σ, la
vitesse de phase vφ et la pulsation de forc¸age ω sont adimensionne´s par l’e´paisseur h = 5.3
mm et la vitesse moyenne u =21.7 cm/s de l’e´coulement.
La diffe´rence la plus e´vidente entre la the´orie et l’expe´rience concerne la de´pendance du taux
de croissance spatiale en fonction de la fre´quence (figure 6.9a). En effet, l’analyse line´aire
pre´dit un taux de croissance qui part de zero quand ω = 0 et qui croˆıt ensuite de fac¸on
monotone vers une valeur finie pour ω →∞. Au contraire, l’expe´rience montre qu’il existe
une fre´quence de coupure bien de´finie au-dela` de laquelle les ondes sont amorties. Cette
diffe´rence n’est pas tre`s surprenante. Nous avons de´ja` signale´ que les e´quations moyenne´es
dans l’e´paisseur telles que nous les avons e´crites ne contiennent pas de me´canisme qui sta-
bilise les petites longueurs d’onde. Pour pre´dire une fre´quence de coupure dans la the´orie,
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il faudrait par exemple tenir compte de la dissipation lie´e aux variations de vitesse longi-
tudinale au sein de l’e´coulement.
On remarque e´galement que le taux de croissance maximal pre´dit par la the´orie est plus
faible que le taux de croissance maximal mesure´ dans l’expe´rience. Ce re´sultat est ge´ne´ral.
La the´orie semble syste´matiquement “sous-estimer” l’instabilite´ par rapport a` l’expe´rience,
comme nous l’avons de´ja vu sur la valeur du nombre de Froude critique.
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Fig. 6.9 – Relation de dispersion the´orique pour θ = 29◦ et F =1.02 (α = 1). a) Taux de
croissance spatiale adimensionne´ par l’e´paisseur h = 5.3mm de l’e´coulement. b) Vitesse de
phase adimensionne´e par la vitesse moyenne u =21.7 cm/s de l’e´coulement. La pulsation
est e´galement adimensionne´e par l’e´paisseur et la vitesse moyenne. Les points noirs (•)
correspondent aux mesures expe´rimentales dans les meˆmes conditions.
Il est e´galement inte´ressant de comparer la vitesse de propagation des ondes vφ mesure´e
expe´rimentalement avec celle pre´dite par l’analyse line´aire. Cette comparaison est donne´e
sur la figure 6.9b. Dans la plage de fre´quences explore´e expe´rimentalement, nous constatons
que la the´orie pre´voit une vitesse de phase pratiquement constante, en bon accord avec les
mesures expe´rimentales (vφexp. ≈ 45cm/s tandis que vφtheo. ≈ 43cm/s). Il faut souligner
que cette valeur the´orique correspond a` la vitesse des ondes de gravite´ c+ = u+
√
gh cos θ.
La the´orie pre´voit e´galement une remonte´e de la vitesse de propagation des ondes aux
tre`s basses fre´quences, la vitesse de phase e´tant e´gale a` la vitesse des ondes cine´matiques
c0 = (5/2)u pour ω = 0. Cependant, ce re´gime dispersif correspond a` des fre´quences de
forc¸age trop basses pour que l’on puisse les observer dans notre expe´rience.
La vitesse de propagation des ondes le long de l’e´coulement semble donc coincider avec
la vitesse des ondes de gravite´ donne´e par la the´orie : c+ = u+
√
gh cos θ. Afin de confirmer
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l’e´coulement (•) en fonction du nombre de Froude F , pour diffe´rents angles (24◦ − 29◦) et
diffe´rentes fre´quences de forc¸age. La courbe en trait continu donne la vitesse the´orique des
ondes de gravite´ c+ = u +
√
gh cos θ adimensionne´e par u (α = 1). La courbe en pointille´s
donne la vitesse the´orique des ondes cine´matiques c0 = (5/2)u adimensionne´e par u.
ce re´sultat pour d’autres e´paisseurs et d’autres angles, nous avons syste´matiquement me-
sure´ la vitesse de phase vφ pour diffe´rents angles en fonction du nombre de Froude F . Les
re´sultats sont rassemble´s sur la figure 6.10 qui donne la vitesse de phase expe´rimentale adi-
mensionne´e par la vitesse moyenne de l’e´coulement en fonction du nombre de Froude, pour
l’ensemble des angles de 24◦ a` 29◦ que nous avons explore´s. Sur cette figure est e´galement
donne´e la vitesse the´orique des ondes de gravite´ c+ (courbe en trait continu) ainsi que la
vitesse the´orique des ondes cine´matiques c0 (courbe en trait pointille´). On constate que
la vitesse de propagation des ondes est toujours proche de la vitesse des ondes de gravite´
le long de l’e´coulement. Cela explique en partie le bon accord entre la vitesse de propa-
gation the´orique et la vitesse de propagation expe´rimentale. En effet, la vitesse des ondes
de gravite´ c+ = u +
√
gh cos θ est inde´pendante de la rhe´ologie particulie`re du milieu en
e´coulement. Sa valeur ne constitue donc pas un test fort de la loi de friction.
On remarque e´galement qu’a` l’approche du seuil de stabilite´, la vitesse de propagation des
ondes coincide avec celle des ondes cine´matiques. Cela confirme que l’instabilite´ en onde
de surface dans les e´coulement de billes de verre provient bien d’une compe´tition entre les
ondes cine´matiques et les ondes de gravite´ comme nous l’avons explique´ au chapitre 3.
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6.4.3 Influence du parame`tre α relie´ au profil de vitesse
Les re´sultats ont jusqu’a` pre´sent e´te´ pre´sente´s en prenant dans la the´orie le parame`tre
α e´gal a` un. Nous avons vu que ce parame`tre intervient dans les e´quations moyenne´es
dans l’e´paisseur du coˆte´ des termes d’acce´le´ration pour fermer le syste`me d’e´quations. Sa
de´finition pre´cise est α = u¯2/u¯2. Il faut donc connaˆıtre le profil de vitesse pour de´terminer
sa valeur exacte, α = 1 correspondant a` un profil de vitesse uniforme. Par exemple, dans
le cas d’un film mince de liquide visqueux, le profil de vitesse est parabolique et α =
6/5. Pour un milieu granulaire, il n’existe pas a` l’heure actuelle de mesure expe´rimentale
du profil de vitesse dans un e´coulement tridimensionel sur plan incline´. Cependant, il
existe de nombreuses indications montrant que l’e´coulement est cisaille´ dans l’e´paisseur.
Ainsi, le profil de vitesse peut eˆtre obtenu dans des simulations nume´riques 2D ou 3D
d’e´coulements granulaires sur plan incline´ (Prochnow et al. 2000, Ertas et al. 2001). Ces
travaux montrent que la vitesse de l’e´coulement s’annule a` la paroi rugueuse, le profil de
vitesse e´tant le´ge`rement concave. Dans ce cas, le coefficient α est plus proche de 4/3, sa
valeur pour un profil line´aire.
Si on prend α supe´rieur a` un dans la the´orie, la vitesse des ondes cine´matiques n’est pas
modifie´e. En revanche on augmente la vitesse c+ des ondes de gravite´ qui est alors e´gale a`
c+ = α +
√
α(α− 1) + 1
F 2
. Le seuil de stabilite´ the´orique est alors donne´ par :
F >
1√(
5
2
− α)2 − α(α− 1) . (6.11)
Le seuil the´orique est donc augmente´ quand α > 1 par rapport a` α = 1. Cela e´loigne en-
core plus le seuil de stabilite´ the´orique du seuil de stabilite´ expe´rimental. Par exemple, en
prenant α = 4/3 le seuil the´orique est Fc = 1.03 contre Fc = 0.55−0.6 expe´rimentalement.
Dans ce cas, la vitesse de propagation des ondes est e´galement mal pre´dite par la the´orie.
Ces re´sultats montrent que la prise en compte du profil de vitesse par l’interme´diaire
d’un parame`tre constant α n’est pas tre`s satisfaisante. Ce re´sultat n’est pas surprenant.
Pour un film liquide visqueux, on sait en effet que la prise en compte dans les e´quations
moyenne´es du profil parabolique par un simple facteur α = 6/5 ne permet pas de de´crire
quantitativement l’instabilite´. Dans ce cas, on peut comparer les pre´dictions des e´quations
moyenne´es avec les re´sultats exacts tire´s de la line´arisation des e´quations de Navier-Stokes.
On trouve alors que le seuil pre´dit par les e´quations moyenne´es est supe´rieur d’environ
20% au seuil de stabilite´ exacte. Nous avons de´ja` souligne´ ce de´saccord entre les e´quations
moyenne´es et la re´solution exacte qui tient compte de la dynamique de l’e´coulement dans la
couche (chapitre 3). Il provient du fait que, pour un e´coulement instationnaire, la contrainte
visqueuse au niveau du plan de´pend des variations temporelles de l’e´paisseur et de la vi-
tesse.
Il ne faut donc pas accorder trop de signification physique a` la valeur du parame`tre α dans
les e´quations de St Venant. Au mieux, on peut conside´rer α comme un parame`tre de “fit”
dans ces e´quations. Pour faire coincider au mieux le seuil de stabilite´ the´orique et le seuil
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de stabilite´ expe´rimental dans notre cas, il faudrait alors prendre α = 0.8.
6.5 Conclusion de l’e´tude sur les billes de verre
Notre de´marche expe´rimentale de caracte´risation de l’instabilite´ par forc¸age a donc
permis d’e´claircir la situation pour les e´coulements de billes de verre. Rappelons que
dans ce cas, nous n’avions pas observe´ d’ondes se de´velopper naturellement au cours de
l’e´coulement, contrairement a` ce que pre´voyait la the´orie. Notre e´tude montre qu’il existe
bien une instabilite´ en onde de surface pour les e´coulements de billes de verre. Le fait que
nous ne l’observons pas en l’absence de forc¸age tient sans doute au faible niveau de bruit
naturel dans l’expe´rience ainsi qu’a` la longueur limite´e du plan.
Cette instabilite´ apparaˆıt au-dessus d’un nombre de Froude critique comme le pre´dit l’ana-
lyse line´aire des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur. L’ordre de grandeur du nombre de
Froude critique expe´rimental est e´galement proche de celui donne´ par la the´orie quand on
introduit dans les e´quations moyenne´es la loi de friction spe´cifique aux e´coulements de billes
de verre de´duite des e´coulements stationnaires uniformes. Enfin, la vitesse de propagation
des ondes mesure´e expe´rimentalement est comparable avec la vitesse des ondes de gravite´
dans la the´orie.
Ces re´sultats montrent que les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur permettent d’ex-
pliquer quantitativement une instabilite´ primaire dans les e´coulements granulaires denses, a`
partir du moment ou` l’on connait la loi de friction. L’origine de l’instabilite´ e´tant inertielle,
cette e´tude fournit e´galement un bon test des e´quations moyenne´es pour des e´coulements
ou` l’inertie joue un roˆle important. Cependant, le principal de´saccord entre les e´quations
simples de St Venant et l’expe´rience est la non pre´diction par la the´orie d’une fre´quence
de coupure dans le syste`me. En l’absence de tension de surface pour les granulaires, la
de´termination des me´canismes stabilisant les petites longueurs d’ondes ne´cessite la connais-
sance des e´quations constitutives tridimensionnelles des e´coulements granulaires denses, ce
qui reste encore un proble`me ouvert aujourd’hui. Nos mesures de la fre´quence de coupure
de l’instabilite´ peuvent donc fournir un point de de´part pour des comparaisons ulte´rieures.
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Chapitre 7
Re´sultats pour le sable
Nous venons de voir que dans le cas d’e´coulements de billes de verre, il existait une
instabilite´ a` grand nombre de Froude en accord avec la pre´diction des e´quations moyenne´es
dans l’e´paisseur et la loi de friction. Qu’en est-il avec du sable? Dans ce cas, les re´sultats
pre´liminaires que nous avons pre´sente´s en introduction semble eˆtre en contradiction avec
les caracte´ristiques d’une instabilite´ a` grand nombre de Froude. En effet, l’e´coulement
semblait d’autant plus instable que la vitesse de l’e´coulement e´tait faible. Pre`s du seuil
d’e´coulement, les ondes avaient une grande amplitude tandis que pour des vitesses e´leve´es,
les ondes semblaient disparaitre et l’e´coulement semblait devenir stable (voir figure 1.3 du
chapitre 1). L’instabilite´ observe´e avec du sable provient-elle donc d’un autre me´canisme
d’instabilite´? Dans ce cas, qu’en est-il de l’instabilite´ “classique” a` grand nombre de Froude
pre´dite par la the´orie? Nous montrons dans ce chapitre que notre syste`me de forc¸age permet
la` aussi d’e´claircir la situation.
7.1 Instabilite´ naturelle
L’observation la plus spectaculaire concernant l’instabilite´ naturelle dans les e´coulements
de sable est que les ondes apparaissent d’autant mieux que la vitesse de l’e´coulement
est faible. Pour des vitesses e´leve´es, l’amplitude des ondes diminue et au-dela` d’une cer-
taine vitesse, l’e´coulement semble devenir stable. Ces observations sont faites “a` l’oeil nu”.
Notre technique de de´tection des ondes par transmission de lumie`re a` travers la couche en
e´coulement nous permet de de´terminer avec plus de pre´cision cette premie`re impression
visuelle. Nous avons ainsi mesure´ l’e´volution spatiale de l’instabilite´ naturelle pour deux
vitesses d’e´coulements diffe´rentes u = 6 cm/s (figure 7.1a) et u = 32 cm/s (figure 7.1b) a`
un angle donne´ θ = 35◦.
Inte´ressons nous tout d’abord a` l’e´volution spatiale de l’instabilite´ lorsque la vitesse de
l’e´coulement est faible (u = 6 cm/s) (figure 7.1a). Quand on se place pre`s de l’entre´e de
l’e´coulement (x = 30 cm), les fluctuations de la surface libre sont relativement ale´atoires
mais on perc¸oit de´ja` des ondes de faible amplitude. La situation est radicalement diffe´rente
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Fig. 7.1 – Evolution spatiale de l’instabilite´ naturelle pour le sable de diame`tre 0.8 mm. La
figure donne les fluctuations d’e´paisseur locale de l’e´coulement mesure´es par transmission
de lumie`re a` deux positions diffe´rentes le long du plan. a) u = 6 cm/s. b) u = 32 cm/s.
(θ = 35◦).
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lorsque l’on mesure les fluctuations de surface loin de la sortie du re´servoir (x = 135 cm).
A cette distance, on distingue clairement des ondes de grande amplitude qui se succe`dent
re´gulie`rement le long de l’e´coulement. L’e´coulement est donc fortement instable a` basse
vitesse, et le bruit naturel en amont du plan est amplifie´ au cours de l’e´coulement.
Que se passe-t-il quand la vitesse de l’e´coulement augmente? La figure 7.1b montre les
fluctuations d’e´paisseur de l’e´coulement mesure´es aux meˆmes positions que pre´ce´demment,
pour une vitesse d’e´coulement e´leve´e (u = 32 cm/s). A cette vitesse, on ne distingue plus
d’onde “a` l’oeil nu” et l’e´coulement semble stable. La mesure des fluctuations d’e´paisseur
par transmission de lumie`re confirme en partie cette observation. Alors que le bruit a`
l’entre´e de l’e´coulement est a` peu pre`s le meˆme que lorsque la vitesse de l’e´coulement est
faible, les fluctuations de surface libre en bas du plan sont nettement moins importantes
a` grande vitesse qu’a` faible vitesse. Il y a approximativement un facteur trois entre l’am-
plitude des ondes observe´es lorsque la vitesse de l’e´coulement est u = 6 cm/s et lorsque
la vitesse est u = 32 cm/s. Ces mesures par transmission de lumie`re sur l’instabilite´ na-
turelle semblent donc bien confirmer que l’e´coulement est “plus instable” a` faible vitesse
qu’a` grande vitesse. En revanche, nous constatons que les ondes ne disparaissent pas a`
vitesse e´leve´e, contrairement a` ce que nous laissait croire la simple observation visuelle de
l’e´coulement. On distingue sans ambigu¨ite´ sur la figure 7.1b des ondes de faibles amplitude
qui commencent a` apparaˆıtre en bas du plan (x = 135 cm) (le contraste entre ces ondes
et le bruit non cohe´rent de la surface libre a` l’entre´e de l’e´coulement est particulie`rement
visible sur cette figure).
Cette bre`ve e´tude de l’instabilite´ naturelle confirme donc l’observation pre´liminaire.
L’e´coulement semble plus instable a` faible vitesse qu’a` grande vitesse. En revanche, les
ondes ne semblent pas disparaˆıtre a` grande vitesse comme un jugement haˆtif pouvait nous
le laisser croire. Pour mieux caracte´riser l’instabilite´, nous allons par la suite forcer celle-ci
en amont de l’e´coulement, et e´tudier l’e´volution spatiale des ondes force´es comme nous
l’avons fait avec les e´coulements de billes de verre.
7.2 Instabilite´ force´e
7.2.1 Difficulte´s expe´rimentales
Nous avons re´alise´ avec le sable les meˆmes mesures syste´matiques de taux de croissance
spatiale que pour les billes de verre, en variant le nombre de Froude et l’angle d’inclinaison
du plan. Nous ne revenons donc pas en de´tail ici sur la mise en oeuvre de ces mesures. Il
faut cependant souligner une difficulte´ importante lors de cette e´tude dans le cas du sable.
En effet, l’e´coulement e´tant dans ce cas tre`s instable, il est difficile de de´finir clairement
une zone de croissance exponentielle des ondes le long du plan. Lorqu’on impose en amont
de l’e´coulement une perturbation pe´riodique de fre´quence f , certains modes sont fortement
amplifie´s et peuvent interagir non-line´airement entre eux ou avec d’autres modes stables.
La figure 7.2 illustre ce comportement dans le cas d’un e´coulement fortement instable
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(f = 1.2 Hz, θ = 35◦, F = 0.35). Nous remarquons que l’e´volution spatiale du mode
fondamental (figure 7.2a) diffe`re fortement de celle des modes harmoniques (figure 7.2b) :
le mode a` la fre´quence de forc¸age croˆıt exponentiellement au cours de l’e´coulement tandis
que certains modes harmoniques sont amplifie´s dans un premier temps avant de voir leur
amplitude de´croˆıtre a` une certaine distance du point de forc¸age.
Il semble donc que rapidement apre`s le forc¸age, les ondes ne soient plus dans un re´gime de
croissance line´aire de l’instabilite´. Pour e´tudier le re´gime d’instabilite´ line´aire, il faut donc
mesurer l’e´volution spatiale des ondes sur une courte distance apre`s le point de forc¸age.
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Fig. 7.2 – Evolution spatiale d’une perturbation pe´riodique de fre´quence f = 1.2 Hz im-
pose´e en x = 0. a) Mode fondamental. La courbe en trait continu est une interpolation
exponentielle. b) Modes harmoniques. (θ = 35◦,F = 0.35).
Un autre moyen d’e´tudier le caracte`re line´aire ou non de l’instabilite´ est de mesurer
les taux de croissance de l’onde en fonction de l’amplitude de la perturbation impose´e de
l’exte´rieur. La figure 7.3 donne ainsi le taux d’amplification d’un mode mesure´ entre deux
points de l’e´coulement x1 et x2 en fonction de l’amplitude de forc¸age. Nous constatons
que le taux d’amplification, de´fini comme le rapport a(x1)/a(x1), croˆıt le´ge`rement quand
l’intensite´ du forc¸age augmente. Ces mesures sont cependant difficiles a` interpre´ter sans
ambigu¨ite´. En effet, pour des faibles amplitudes de forc¸age, l’onde force´e est “noye´e” dans
le bruit de l’instabilite´ naturelle, ce qui entraine une grande incertitude sur la mesure de
l’amplitude.
Ces re´sultats montrent que le re´gime line´aire d’instabilite´ est plus de´licat a` e´tudier pour
le sable que pour les billes de verre. Pour mesurer les taux de croissance, nous utiliserons
le protocole suivant. Les deux photodiodes sont place´es pre`s de la buse, a` une distance
respective de 2 cm et 10 cm. Pour chaque mesure du taux de croissance, de´fini par σ =
(1/∆x) ln(a2/a1), nous effectuons des mesures en changeant l’amplitude et la fre´quence de
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Fig. 7.3 – Taux d’amplification spatiale d’un mode force´ en fonction de l’amplitude de
forc¸age (unite´ arbitraire). Les ondes sont mesure´es a` une distance x1 =2 cm et x2 = 10
cm de la buse. (f = 4 Hz, θ = 35◦, F = 0.44).
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forc¸age. Nous constatons alors que les valeurs obtenues sont relativement reproductibles
comme le montre la figure 7.3, qui donne le taux de croissance en fonction de la fre´quence,
pour diffe´rentes amplitudes et fre´quences de forc¸age.
7.2.2 Relation de dispersion
La figure 7.5, qui donne la relation de dispersion de l’instabilite´ σ(f) pour diffe´rents
nombres de Froude (θ = 35◦), re´sume a` elle seule les principales caracte´ristiques de l’insta-
bilite´ dans le cas du sable.
Pour un nombre de Froude donne´, la variation du taux de croissance des ondes avec la
fre´quence est du meˆme type que celle mesure´e avec les billes de verre. On retrouve l’allure
caracte´ristique d’une instabilite´ a` nombre d’onde nul, avec une bande de fre´quence instable
aux basses fre´quences et l’existence d’une fre´quence de coupure fc au-dela` de laquelle les
ondes sont amorties le long de l’e´coulement.
Cependant, quand on e´tudie l’e´volution de cette relation de dispersion avec le nombre de
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Fig. 7.5 – Taux de croissance spatiale en fonction de la fre´quence pour diffe´rents nombres
de Froude, a` angle fixe (θ = 35◦). L’e´paisseur de l’e´coulement est h = 3.3 mm (•), h = 4
mm (2), h = 5 mm (), h = 6 mm (◦).
Froude, il apparaˆıt une diffe´rence essentielle avec les re´sultats sur les billes de verre. En
effet, on constate que le taux de croissance du mode le plus instable augmente quand le
nombre de Froude diminue. Ce re´sultat est d’autant plus surprenant que dans le meˆme
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temps, la fre´quence de coupure des ondes diminue avec le nombre de Froude, comme c’est
le cas pour les e´coulements de billes de verre. Il semble donc que la conclusion sur la na-
ture de cette instabilite´ soit diffe´rente selon que l’on e´tudie le mode le plus instable ou la
fre´quence de coupure du syste`me. Du point de vue du mode le plus instable, l’e´coulement
est d’autant plus instable que le nombre de Froude est faible (c’est-a`-dire que la vitesse de
l’e´coulement est petite). En revanche, si on conside`re la fre´quence de coupure des ondes,
l’e´coulement est plus instable a` grand Froude puisque la bande de fre´quence instable dans
le syste`me augmente avec le nombre de Froude. Ainsi dans l’exemple de la figure 7.5, une
onde de fre´quence f = 6 Hz est amortie pour les faibles nombres de Froude (F = 0.25
et F = 0.45) et amplifie´e aux grands nombres de Froude (F = 0.81 et F = 1.33). En ce
sens, l’instabilite´ avec le sable est une instabilite´ “a` grand nombre de Froude”, puisque la
fre´quence de coupure augmente avec le nombre de Froude.
La dernie`re remarque que l’on peut faire sur ces mesures concerne l’ordre de grandeur des
taux de croissance. On constate que le taux de croissance du mode le plus instable, σmax,
varie entre 0.02 cm−1 et 0.1 cm−1. Ces valeurs sont environ cinq fois plus importantes
que les taux de croissance de l’instabilite´ avec les billes de verre, ce qui explique que nous
voyons facilement les ondes naturelles avec ce sable.
Ces re´sultats sont obtenus en variant le nombre de Froude a` un angle donne´. Quand
on change l’angle d’inclinaison, on retrouve les meˆmes caracte´ristiques de l’instabilite´ : le
mode le plus instable est d’autant plus amplifie´ que le nombre de Froude est faible, la
fre´quence de coupure augmente avec le nombre de Froude.
La figure 7.6 donne ainsi le taux de croissance du mode le plus instable σmax en fonction
du nombre de Froude pour les diffe´rents angles que nous avons e´tudie´s (32◦ < θ < 36◦).
On constate que σmax augmente syste´matiquement quand le nombre de Froude diminue.
C’est donc a` faible vitesse que l’amplification des ondes est la plus importante. L’angle
d’inclinaison du plan a e´galement une influence sur les taux de croissance : l’e´coulement
est plus instable a` grand angle qu’a` faible angle, pour un nombre de Froude fixe´.
Il faut noter que nous n’avons pas pu faire de mesure pour des nombres de Froude infe´rieurs
a` F ∼ 0.25 (zone hachure´e sur la figure 7.6). En effet, cette valeur correspond a` la limite
des e´coulements dans notre configuration. Pour des vitesses plus faibles, l’e´paisseur de la
couche en e´coulement est de l’ordre de l’e´paisseur limite hstop et l’e´coulement s’arreˆte a` une
certaine distance de la sortie du re´servoir. Nous n’avons donc pas acce`s aux caracte´ristiques
de l’instabilite´ pour F < 0.25, F = 0.25 correspondant au seuil d’e´coulement.
Du cote´ des grands nombres de Froude, nos mesures montrent que le taux de croissance
du mode le plus instable reste toujours positif, bien qu’il diminue quand le nombre de
Froude augmente. L’e´coulement est donc toujours instable pour l’ensemble des parame`tres
de controˆle (θ, F ) que nous avons explore´.
Il est e´galement inte´ressant d’e´tudier le comportement de la fre´quence de coupure du
syste`me en fonction du nombre de Froude (figure 7.7). On remarque que la fre´quence de
coupure diminue avec le nombre de Froude, pour l’ensemble des angles e´tudie´s. Au faibles
vitesses, il y a donc de moins en moins de modes instables dans le syste`me, bien que ces
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Fig. 7.6 – Taux de croissance du mode le plus instable σmax en fonction du nombre de
Froude F pour diffe´rents angles d’inclinaison θ (donne´s sur le graphe).
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Fig. 7.7 – Fre´quence de coupure fc en fonction du nombre de Froude F pour diffe´rents
angles d’inclinaison θ (donne´s sur le graphe).
modes soient de plus en plus amplifie´s ! Nous avons vu avec les billes de verre que le seuil
d’instabilite´ peut se de´terminer en interpolant la relation fc(F ) pour fc → 0. Dans le cas
du sable, le nombre de Froude critique que l’on trouve en interpolant la la relation fc(F ) est
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infe´rieur au nombre de Froude minimale F ∼ 0.25 ne´cessaire pour observer un e´coulement
(voir la zone grise´e de la figure 7.7). Le seuil de stabilite´ est donc repousse´ en dessous du
seuil d’e´coulement.
La premie`re conclusion que nous pouvons tirer de cette e´tude expe´rimentale de l’insta-
bilite´ est qu’il n’existe pas d’e´coulement stationnaire uniforme stable pour le sable. De`s le
seuil d’e´coulement, la surface libre est instable vis-a`-vis de la formation d’ondes de surface.
Ce re´sultat diffe`re fortement du cas des billes de verre pour lesquelles il existait une re´gion
d’e´coulement stable a` faible Froude.
Le deuxie`me re´sultat important est que l’instabilite´ est “a` grand nombre de Froude”, dans
le sens ou` la fre´quence de coupure des ondes augmente quand le nombre de Froude aug-
mente. La grande diffe´rence avec les billes de verre est cependant que le taux de croissance
du mode le plus instable diminue quand le nombre de Froude augmente. Ce dernier re´sultat
explique l’impression que nous avions eu de voir disparaitre les ondes lorsque la vitesse de
l’e´coulement augmentait.
7.3 Comparaison avec la the´orie
Nos re´sultats expe´rimentaux montrent donc que les carate´ristiques de l’instabilite´ en
ondes de surface dans le cas du sable sont diffe´rentes de celles des billes de verre. Pourtant,
nous avons vu au chapitre 3 que la loi de vitesse des e´coulements stationnaires uniformes
u(h,θ) pour les e´coulements de sable est du meˆme type que celle des billes de verre. Dans
les deux cas, on peut e´crire une loi d’e´chelle pour la vitesse en utilisant l’e´paisseur du de´poˆt
hstop(θ) du type :
u√
gh
= −γ + β h
hstop(θ)
. (7.1)
avec (γ = 0, β = 0.136) pour les billes et (γ = 0.77, β = 0.75) pour le sable. Nous al-
lons voir que ces diffe´rences a priori seulement quantitatives dans la rhe´ologie ont un effet
spectaculaire sur les proprie´te´s de l’instabilite´ pre´dite par l’analyse line´aire des e´quations
moyenne´es dans l’e´paisseur.
7.3.1 Seuil de stabilite´
Inte´ressons-nous tout d’abord au seuil de stabilite´ pre´dit par la the´orie. Nous avons vu
que pour une loi d’e´coulement donne´ par (7.1), l’analyse de stabilite´ line´aire pre´dit une
instabilite´ quand :
F >
2
3
(
1− γ√
cos θ
)
, (7.2)
(en prenant α = 1 comme dans le reste de cette comparaison the´orie/expe´rience).
Nous remarquons que le seuil de stabilite´ de´pend de l’angle d’inclinaison du plan et du
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parame`tre γ qui est diffe´rent suivant les mate´riaux. Pour les billes de verre, on a γ = 0
et le Froude critique Fc est e´gale a` 2/3, inde´pendamment de l’angle. Pour le sable en
revanche, on constate que la loi d’e´chelle (7.1) ne passe pas par l’origine et on a γ = 0.77
(cette valeur correspond au meilleur “fit” des donne´es expe´rimentales des e´coulements
stationnaires uniformes) . En reportant cette valeur dans la condition de stabilite´ (7.2), on
trouve un nombre de Froude critique dans le cas des e´coulements de sable donne´ par :
Fc =
2
3
(
1− 0.77√
cos θ
)
≈ 0.1 . (7.3)
Le seuil de stabilite´ the´orique correspond donc a` un nombre de Froude tre`s faible. Cette
valeur est bien infe´rieure au nombre de Froude minimal que l’on re´ussit a` atteindre dans les
expe´riences. Cette pre´diction est donc entie`rement compatible avec nos re´sultats expe´rimentaux
sur le sable qui montrent que l’e´coulement est toujours instable de`s seuil d’e´coulement.
7.3.2 Taux de croissance
La relation de dispersion typique σ(f) pre´dite par la the´orie est donne´e sur la figure
7.8a, pour des parame`tres de controˆle (θ, F ) fixe´s. On remarque que le taux de croissance
est toujours positif et croˆıt asymptotiquement vers une valeur finie σmax pour ω → ∞.
La the´orie ne pre´dit donc pas de fre´quence de coupure comme nous l’avons de´ja` signale´
a` plusieurs reprises. Dans la the´orie, le mode le plus instable correspond a` une fre´quence
infinie.
Nous pouvons donner une expression analytique de σmax en fonction de la rhe´ologie propre
de l’e´coulement (voir l’analyse de stabilite´ spatiale du chapitre 3). Pour le sable, on trouve :
σmax = −ki(+∞) = a
[
c0 − 1− ( 1F )
2(F + 1)
]
, (7.4)
ou` a est le parame`tre sans dimension de´fini par a = (u/ cos2 θ)(∂θ/∂u)0 et c0 est la
vitesse des ondes cine´matiques adimensionne´e par la vitesse moyenne de l’e´coulement :
c0 = 1 + (h/u)(∂u/∂h)0. Pour le sable, on trouve en utilisant la loi u(h,θ) (7.1) :
a = − hstop(θ)
cos θ3/2hstop
′(θ)
F
(F
√
cos θ + γ)
, (7.5)
c0 =
5
2
+
γ
F
√
cos θ
. (7.6)
La figure 7.8b donne la variation the´orique du taux de croissance du mode le plus in-
stable σmax en fonction du nombre de Froude, lorsque l’on introduit la rhe´ologie du sable
(θ = 35◦). On remarque tout d’abord que σmax est positif de`s que le nombre de Froude
est supe´rieur a` 0.1. Cette valeur correspond au seuil de stabilite´ de l’e´coulement a` cet
angle. L’observation la plus remarquable est cependant que σmax diminue avec le nombre
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Fig. 7.8 – a) Relation de dispersion the´orique typique donnant le taux de croissance σ
adimensionne´ par h−1 en fonction de la pulsation adimensionne´e par u/h. (sable, θ = 35◦,
F = 0.6). b) Taux de croissance (adimensionne´) du mode le plus instable en fonction du
nombre de Froude (sable, θ = 35◦, L = 1.624mm, δ1 = 27
◦ and δ2 = 43.4
◦).
de Froude de`s que le nombre de Froude est supe´rieur a` F ∼ 0.2, soit pratiquement de`s que
l’e´coulement est instable.
Ces pre´dictions the´oriques concordent relativement bien avec les mesures expe´rimentales
des taux de croissance σmax comme le montre la figure ??. Sur cette figure, nous avons su-
perpose´ nos mesures de taux de croissance du mode le plus instable en fonction du nombre
de Froude avec la relation the´orique σmax(F ), pour les diffe´rents angles e´tudie´s. On constate
que dans la gamme de nombres de Froude e´tudie´e dans l’expe´rience (F > 0.2), la the´orie
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pre´dit un e´coulement toujours instable quel que soit l’angle, et des taux de croissance σmax
qui de´croissent avec le nombre de Froude. L’ordre de grandeur du taux de croissance est
e´galement correctement pre´dit par la the´orie.
7.4 Discussion et conclusion de l’e´tude pour le sable
La principale conclusion de cette e´tude est que l’analyse de stabilite´ line´aire des e´quations
de St Venant permet de comprendre qualitativement les caracte´ristiques “paradoxales” de
l’instabilite´ dans le cas du sable, quand on tient compte de la loi de friction spe´cifique de
ces e´coulements. Dans cette partie, nous allons essayer de comprendre comment la loi de
friction propre aux e´coulements granulaires peut modifier qualitativement les proprie´tes de
l’instabilite´ en ondes de surface des e´coulements sur pente.
7.4.1 Influence de la loi de friction phe´nome´nologique sur les
proprie´te´s de l’instabilite´
Une premie`re constatation est que la the´orie pre´dit des re´sultats assez diffe´rents se-
lon que l’on prend la loi de friction phe´nome´nologique des billes de verre ou celle du sable.
Pour les billes de verre, les caracte´ristiques de l’instabilite´ sont proches de celles d’un fluide
classique (voir figure 7.9) : l’e´coulement est stable a` bas nombre de Froude et au-dessus du
nombre de Froude critique les taux de croissance augmentent avec le nombre de Froude
(du moins au voisinage du seuil). Pour le sable en revanche, des ondes se forment de`s le
seuil d’e´coulement et leur amplitude diminue quand le nombre de Froude augmente. Ces
diffe´rences sont d’autant plus e´tonnantes que, dans les deux cas, la loi u(h,θ) dont de´coule
la loi de friction est relativement proche et peut s’e´crire : u/
√
gh = −γ + βh/hstop(θ).
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Fig. 7.9 – Billes de verre. Taux de croissance du mode le plus instable σmax (adimensionne´)
en fonction du nombre de Froude (θ = 29◦).
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L’analyse de stabilite´ line´aire des e´quations moyenne´es montre que c’est le parame`tre
γ qui a une influence cruciale sur les proprie´te´s de l’instabilite´, comme le montre la figure
7.10. Cette figure donne le taux de croissance σmax du mode le plus instable en fonction du
nombre de Froude, pour diffe´rentes valeurs de γ (β = 0.75). Nous constatons tout d’abord
que plus γ est e´leve´, plus l’e´coulement est instable. Cela se traduit par une diminution du
nombre de Froude critique et par une augmentation des taux de croissance. De plus, γ a
une forte influence sur la variation des taux de croissance avec le nombre de Froude. Pour
γ proche de ze´ro (cas des billes de verre) le taux de croissance augmente avec le nombre
de Froude, comme pour une instabilite´ “classique” a` grand Froude. En revanche lorsque
γ augmente, les taux de croissance deviennent plus grands a` faibles Froude qu’a` Froude
e´leve´s. Pour γ ∼ 1, il n’y a meˆme plus de seuil de stabilite´ : l’e´coulement est toujours in-
stable quel que soit le nombre de Froude et le taux de croissance est maximum pour F = 0.
On voit donc qu’en modifiant la loi de friction des e´coulements granulaires du type (7.1),
on peut modifier fortement les caracte´ristiques de l’instabilite´. Il est d’ailleurs surprenant
que la the´orie donne justement les bonnes pre´dictions pour l’instabilite´ quand on introduit
pour chaque mate´riau les valeurs γ et β de´duites de l’e´tude des e´coulements stationnaires
uniformes. A l’heure actuelle, il n’existe pas de the´orie qui permette de relier ces coefficients
phe´nome´nologiques aux proprie´te´s “microscopiques” des grains. En ce sens, les parame`tres
γ et β doivent eˆtre pris comme des parame`tres macroscopiques au meˆme titre que, par
exemple, l’angle de talus d’un granulaire. 1
7.4.2 Spe´cificite´ des e´coulements granulaires
Le fait que les e´quations de St Venant puissent pre´dire les caracte´ristiques de l’instabilite´
pour le sable juste par les proprie´te´s de la loi de friction montre que cette instabilite´ n’est
pas lie´e a` un nouveau me´canisme : la formation des ondes re´sulte, comme pour les fluides
classiques, d’une compe´tition entre les ondes cine´matiques et les ondes de gravite´. Il y a
cependant une spe´cificite´ qui est propre aux milieux granulaires, et qui n’est pas observe´e
avec les fluides classiques : les ondes peuvent se former dans un e´coulement granulaire de`s le
seuil de l’e´coulement, c’est-a`-dire lorsque la vitesse d’e´coulement tend vers ze´ro. Une telle
proprie´te´ est pour le moins surprenante quand il s’agit d’une instabilite´ inertielle ! Cette
proprie´te´ est en fait lie´e a` l’existence d’un seuil d’e´coulement pour les milieux granulaires.
En effet, la grande diffe´rence entre un milieu granulaire et un fluide classique est l’existence
d’un angle minimal d’e´coulement. Pour qu’un fluide classique d’e´paisseur h soit au repos, il
faut ne´cessairement que l’angle d’inclinaison du plan soit nul. Dans ce cas, la notion d’onde
cine´matique n’a pas de sens puisque la vitesse moyenne de l’e´coulement est nulle quelle que
soit h. Si on perturbe la surface libre horizontale du film liquide, on observe dans ce cas
uniquement des ondes de gravite´ de vitesse c± = ±
√
gh qui sont bien e´videmment stables
(figure 7.11a).
1. La forme est la principale diffe´rence entre les billes de verre et le sable que nous utilisons. On constate
ainsi, sans pouvoir l’expliquer quantitativement, que l’angle minimal d’e´coulement du sable est supe´rieur
d’environ 10◦ a` l’angle minimal d’e´coulement des billes de verre (30◦ contre 20◦).
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Fig. 7.10 – Evolution du taux de croissance du mode le plus instable σmax (adimensionne´)
en fonction du nombre de Froude pour diffe´rentes valeurs du parame`tre γ (β = 0.75,
θ = 35◦).
La situation est comple`tement diffe´rente avec un milieu granulaire. Dans ce cas la vitesse
des ondes cine´matiques ne s’annule pas au seuil d’e´coulement. Cette proprie´te´ vient du fait
qu’un milieu granulaire peut avoir une vitesse nulle bien que sa surface libre soit incline´e,
comme le sche´matise la figure 7.11b. Lorsque l’e´paisseur h de la couche granulaire atteint
l’e´paisseur limite hstop d’e´coulement a` l’angle conside´re´, la vitesse s’annule (u = 0). En
revanche, une petite perturbation de la surface libre d’e´paisseur hstopﬄ + ∆h se propage
a` une vitesse non nulle donne´e en the´orie par c0 = u
′|(hstop) hstop (d’apre`s la conservation
de la masse). La vitesse des ondes cine´matiques ne s’annule donc pas lorsque h → hstop.
Si cette vitesse est plus grande que la vitesse des ondes de gravite´ c+ =
√
ghstop cos θ
pour h = hstop, l’e´coulement peut eˆtre instable de`s le seuil d’e´coulement. C’est pourquoi
l’analyse de stabilite´ line´aire des e´quations de St Venant peut pre´dire la formation d’ondes
lorsque u → 0 bien que l’instabilite´ soit d’origine inertielle. 1
1. Ce raisonnement purement line´aire est pre´sente´ pour montrer que la vitesse des ondes cine´matiques
reste finie au voisinage du seuil d’e´coulement dans un milieu granulaire, contrairement a` un fluide classique.
Il ne prend pas en compte les effets d’hyste´re´sis lors de la mise en mouvement du mate´riau ni les e´ventuelles
singularite´s de la loi u(h,θ) pre`s du seuil. Nous ne pre´tendons donc pas que la vitesse d’une “goutte” qui se
propage le long d’une couche statique hstop soit exactement donne´e par la vitesse des ondes cine´matiques
c0.
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Fig. 7.11 – a) Fluide classique. b) Milieu granulaire.
168 CHAPITRE 7. RE´SULTATS POUR LE SABLE
CONCLUSION ET PERSPECTIVES 169
Conclusion et perspectives
Nous avons vu que l’on distingue ge´ne´ralement deux grandes classes d’e´coulements gra-
nulaires suivant le type d’interaction mise en jeu entre les grains : le re´gime d’e´coulement
collisionnel et le re´gime d’e´coulement dense. Au cours de cette the`se, nous avons e´tudie´
deux instabilite´s se rapportant a` chacun des deux re´gimes pour les e´coulements sur plan
incline´ rugueux. Cette e´tude nous a permis d’e´clairer un certains nombres de me´canismes
fondamentaux suivant les re´gimes d’e´coulement. Nous avons vu que des approches hydro-
dynamiques (the´orie cine´tique ou e´quations de St Venant) permettent de de´crire le seuil
de stabilite´ line´aire de ces e´coulements. Cependant, des spe´cificite´s lie´es aux milieux gra-
nulaires (collisions ine´lastiques, existence d’un seuil minimal d’e´coulement) entraˆınent des
me´canismes originaux qui diffe`rent fortement de ceux rencontre´s avec les fluides classiques.
Instabilite´ dans les e´coulements rapides
Dans la premie`re partie de la the`se, nous avons e´tudie´ une nouvelle instabilite´ observe´e
dans le re´gime d’e´coulement rapide, lorsque le plan est fortement incline´. Cette instabi-
lite´ se caracte´rise par la formation de stries dans la direction de l’e´coulement qui sont la
signature de vortex longitudinaux au sein de l’e´coulement. Bien que ces structures soient
fre´quemment rencontre´es en me´canique des fluides, elles n’avaient pas encore e´te´ observe´es
dans les e´coulements granulaires. Des mesures pre´cises de vitesse et de fraction volumique
nous ont permis de proposer un me´canisme d’instabilite´ pour la formation des vortex
longitudinaux qui fait appel au concept de “tempe´rature granulaire”. Afin de valider ce
me´canisme, nous avons e´tudie´ la stabilite´ des e´coulements granulaires sur plan incline´ dans
le cadre de la the´orie cine´tique des milieux granulaires. L’analyse de stabilite´ line´aire de
ces e´quations nous a permis de pre´dire la formation des vortex longitudinaux, en accord
qualitatif avec les observations expe´rimentales, et validant ainsi le me´canisme de “convec-
tion granulaire” que nous avons propose´.
Bien que l’accord entre la the´orie et l’expe´rience ne soit que qualitatif, notre e´tude
montre la pertinence du raisonnement sur les collisions dans les e´coulements granulaires
rapides et met en e´vidence le roˆle fondamental de la dissipation. En ce sens, ce travail consti-
tue, selon nous, un des (rares) succe`s de la the´orie cine´tique pour de´crire les e´coulements
granulaires. En effet, la the´orie cine´tique a pu de´crire un nouveau me´canisme d’instabilite´
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spe´cifique aux milieux granulaires : les collisions ine´lastiques sont a` l’origine d’une “auto-
convection” qui entraˆıne la formation de vortex longitudinaux dans les e´coulements sur
plan incline´.
Signalons que ce type de me´canisme d’instabilite´ dans les milieux granulaires n’est sans
doute pas re´serve´ aux e´coulements sur plan incline´. Re´cemment, une instabilite´ dans les
e´coulements en tambour tournant a e´te´ observe´e pour des vitesses de rotation e´leve´e (Tho-
roddsen et al. 1998, Shen 2002). Cette instabilite´ se manifeste par l’apparition de stries
longitudinales ayant une longueur d’onde comparable a` celle que nous observons sur plan
incline´. Il est possible que ces structures soient la signature de vortex provenant, comme
dans notre cas, d’une “auto-convection” lie´e au cisaillement a` la paroi du tambour. Ce-
pendant, les auteurs n’ont pas mesure´ la vitesse des grains ni la fraction volumique du
milieu. Il faut e´galement signaler que pour un e´coulement en tambour tournant, un autre
effet de´stabilisant peut provenir des forces centrifuges, comme dans l’instabilite´ de Taylor-
Couette ou de Go¨rtler (Drazin & Reid 1981).
Un autre moyen de ge´ne´rer de la “chaleur” dans un milieu granulaire est de vibrer une
couche de grains avec un mouvement ale´atoire de fre´quence e´leve´e. Ainsi, il a e´te´ tre`s
re´cemment observe´ (en simulation nume´rique et expe´rimentalement) des rouleaux de convec-
tion dans des couches granulaires dilue´es et fortement vibre´es (Ramirez et al. 2000, Wild-
man et al. 2001a, Wildman et al. 2001b, He et al. 2002).
Il peut donc exister dans les e´coulements granulaires une convection analogue a` l’in-
stabilite´ de Rayleigh-Be´nard rencontre´e dans les fluides classiques quand on chauffe un
fluide par le bas. En me´canique des fluides, l’apparition d’une premie`re instabilite´ est
ge´ne´ralement suivie d’instabilite´s secondaires, selon un sce´nario pouvant mener jusqu’au
chaos spatio-temporel. La pertinence de ces concepts et l’existence d’un se´nario similaire
sont des questions ouvertes pour les e´coulements granulaires.
Dans notre expe´rience, l’apparition des vortex longitudinaux n’est qu’une premie`re e´tape
et nous avons observe´ une seconde instabilite´ quand on incline plus fortement le plan. Dans
ce cas, les vortex font place a` une structure plus de´sordonne´es en forme “d’e´cailles” (voir
figure 7.12). Une question importante est de savoir si cette nouvelle structure provient de
la de´stabilisation de l’instabilite´ primaire en vortex. Dans ce cas, une analyse non line´aire
des vortex longitudinaux serait ne´cessaire pour e´tudier la stabilite´ de l’e´coulement autour
de ce nouvel e´tat de base. Une autre possibilite´ est que la formation des “e´cailles” corres-
ponde a` une instabilite´ primaire, dans un certain domaine de parame`tres de controˆle. Afin
de re´pondre a` ces questions, il serait inte´ressant de ge´ne´raliser notre analyse de stabilite´
line´aire des e´quations de la the´orie cine´tique a` des perturbations tridimensionnelles.
Instabilite´ dans les e´coulements denses
La deuxie`me partie de la the`se e´tait consacre´e a` l’e´tude d’une instabilite´ en ondes de
surface dans les e´coulements denses sur plan incline´. Pour ce type d’e´coulements, il n’existe
pas a` l’heure actuelle d’e´quations constitutives. Cependant dans le cas d’e´coulements de
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Fig. 7.12 – Image de la surface de l’e´coulement montrant la formation “d’e´cailles” quand
le plan est fortement incline´. L’image est prise avec une came´ra rapide 4500 images/s.
(sable 0.25 mm, θ = 52◦, h = 15mm).
couche mince, une approche prometteuse est celle des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur
(e´quation de St Venant). Dans ce cadre, on pre´dit la formation d’ondes de surface de grande
longueur d’onde qui se propagent dans la direction de l’e´coulement lorsque le nombre de
Froude de l’e´coulement de´passe un nombre de Froude critique. Cette instabilite´ est d’origine
inertielle et le nombre de Froude critique de´pend fortement de la rhe´ologie du mate´riau.
L’e´tude expe´rimentale de cette instabilite´ est donc un test important des rhe´ologies pro-
pose´es et de la robustesse des e´quations de St Venant.
Nous avons choisi de caracte´riser l’instabilite´ line´aire en forc¸ant l’e´coulement, dans l’es-
prit des expe´riences sur les syste`mes ouverts en me´canique des fluides. Graˆce a` ce dispositif
de forc¸age, nous avons pu e´tudier pre´cise´ment la relation de dispersion des ondes (taux de
croissance spatial, vitesse de propagation).
Cette e´tude montre que les caracte´ristiques de l’instabilite´ de´pendent fortement du mate´riau
utilise´. Dans le cas de billes de verre, l’instabilite´ est controˆle´e par le nombre de Froude et
apparaˆıt au-dela` d’un nombre de Froude critique. Le seuil de stabilite´ et la vitesse de pro-
pagation des ondes de´termine´s expe´rimentallement sont en bon accord avec les pre´dictions
des e´quations de St Venant quand on introduit la loi de friction spe´cifique aux e´coulements
de billes de verre de´duite des e´coulements stationnaires uniformes. Dans le cas de sable,
l’e´coulement est toujours instable, quels que soient le nombre de Froude et l’angle d’incli-
naison du plan. De plus, les taux de croissance maximum de l’instabilite´ sont obtenus au
voisinage du seuil d’e´coulement et diminuent quand la vitesse de l’e´coulement augmente.
Bien que ces proprie´te´s semblent en contradiction avec celles d’une instabilite´ inertielle,
elles ne sont pas la signature d’un nouveau me´canisme d’instabilite´ mais proviennent de
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diffe´rences quantitatives dans la loi de friction entre les billes de verre et le sable.
Notre e´tude montre donc que les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur permettent d’ex-
pliquer quantitativement la formation d’ondes de surface dans les e´coulements granulaires
denses. L’origine de l’instabilite´ e´tant inertielle, cette e´tude fournit e´galement un bon test
de la pertinence des lois de friction de´duites des e´coulements stationnaires uniformes dans
le cas ou` les termes d’acce´le´ration dans les e´quations de St Venant jouent un roˆle im-
portant. La formation d’ondes de surface dans les e´coulements granulaires re´sulte, comme
pour les fluides classiques, d’une compe´tition entre l’inertie et la gravite´. Cependant, les
caracte´ristiques de l’instabilite´ peuvent eˆtre fortement modifie´es en raison des spe´cificite´s
de la loi de friction des e´coulements granulaires. Nous avons ainsi montre´ que le seuil de
stabilite´ peut eˆtre abaisse´ sous le seuil d’e´coulement, c’est-a`-dire qu’un milieu granulaire
peut eˆtre instable de`s qu’il s’e´coule, quelle que soit sa vitesse. Cette proprie´te´ provient de
l’existence d’un angle minimal d’e´coulement pour les milieux granulaires.
Il existe cependant une limite a` l’approche moyenne´e dans l’e´paisseur que notre travail
met en e´vidence. En effet, les e´quations de St Venant telle que nous les avons e´crites sont
incapables de pre´dire l’existence d’une fre´quence de coupure pour l’instabilite´ que nous
observons expe´rimentalement. Cette fre´quence de coupure est la signature d’une dissipa-
tion associe´e aux variations de vitesse dans le sens de l’e´coulement qui n’est pas prise
en compte, a` l’ordre le plus bas, par les e´quations moyenne´es. En l’absence de tension
de surface pour les granulaires, la de´termination des me´canismes stabilisant les petites
longueurs d’ondes ne´cessite la connaissance des e´quations constitutives tridimensionnelles
des e´coulements granulaires denses, ce qui reste encore un proble`me ouvert aujourd’hui.
Nos mesures de la fre´quence de coupure de l’instabilite´ peuvent donc fournir un point de
de´part pour des comparaisons ulte´rieures. Il serait e´galement inte´ressant d’e´tudier le roˆle
de ces effets stabilisants sur la forme sature´e des ondes non line´aires. Le milieu e´tant tre`s
faiblement dispersif, ces termes doivent avoir une grande importace dans la se´lection de la
largeur des fronts d’onde de grandes amplitudes.
? ? ?
Malgre´ le relatif succe`s des approches hydrodynamiques (the´orie cine´tique, e´quations
de St Venant) pour de´crire les diffe´rentes instabilite´s e´tudier dans cette the`se, la situation
ge´ne´rale des e´coulements granulaires reste quelque peu frustrante. Tout d’abord, la distinc-
tion entre un re´gime d’e´coulement rapide et un re´gime d’e´coulement dense, pour le´gitime
quelle soit au vu des interactions mise en jeu entre les grains, pose le proble`me de la tran-
sition entre les deux re´gimes. Ce proble`me est loin d’eˆtre abstrait. Lors de la formation des
vortex longitudinaux, l’e´coulement acce´le`re le long de la pente et passe continument du
re´gime dense au re´gime collisionnel. Il semble difficile aujourd’hui de de´crire l’ensemble de
l’e´coulement et donc de donner une the´orie plus comple`te de l’instabilite´ (en particulier, a`
quelle distance les peignes apparaissent-il le long de l’e´coulement?).
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L’autre grande question concerne le re´gime d’e´coulement dense et la recherche d’une
rhe´ologie tridimensionnelle qui transcende les diffe´rentes configurations d’e´tude. Ces e´quations
devraient en particulier permettre de mieux comprendre l’origine des lois d’e´chelle ob-
serve´es sur plan incline´ et de donner une interpre´tation plus claire des diffe´rentes gran-
deurs phe´nome´nologiques que nous avons introduit dans la loi de friction (hstop, β, γ). De
nombreux mode`les sont actuellement de´veloppe´s en ce sens (Andreotti & Douady 2001,
Aranson & Tsimring 2001, Bocquet et al. 2002, Debregas & Josserand 2000, Jenkins &
Chevoir 2002, Lemaitre 2002, Mills et al. 2000, Pouliquen et al. 2001, Savage 1998. . . ). Cet
effort, associe´ a` des e´tudes expe´rimentales combinant mesures macroscopiques et mesures
a` l’e´chelle des grains, devrait permettre de relever ce de´fi.
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Instabilite´s dans les e´coulements granulaires
Re´sume´ - Bien qu’intervenant dans de nombreuses situations industrielles et ge´ophysiques,
les e´coulements granulaires sont aujourd’hui encore mal compris. Dans cette the`se, nous
e´tudions deux instabilite´s qui apparaissent lorsque l’on fait couler un milieu granulaire par
gravite´ sur un plan incline´ rugueux.
Nous avons tout d’abord e´tudie´ une nouvelle instabilite´ observe´e dans le re´gime d’e´coulement
rapide et dilue´, lorsque le plan est fortement incline´. Cette instabilite´ se manifeste par l’ap-
parition spontane´e de vortex longitudinaux au sein de l’e´coulement. A partir de mesures
expe´rimentales, nous proposons un me´canisme d’instabilite´ qui fait appel au concept de
”tempe´rature granulaire”. Ce me´canisme est ensuite valide´ par une analyse de stabilite´
dans le cadre de la the´orie cine´tique des milieux granulaires.
La deuxie`me instabilite´ que nous avons e´tudie´e apparaˆıt dans le re´gime d’e´coulement
dense. Dans certains cas, on observe la formation de vagues de grande longueur d’onde qui
se propagent dans la direction de l’e´coulement. Nous avons e´tudie´ expe´rimentalement la
formation de ces ondes de surface en forc¸ant l’instabilite´, dans l’esprit des expe´riences sur
les syste`mes ouverts en me´canique des fluides. Les re´sultats sont ensuite confronte´s a` une
approche moyenne´e dans l’e´paisseur. Cette e´tude montre que les proprie´te´s de l’instabilite´
”classique” en ondes de surface peuvent eˆtre profonde´ment modifie´es par la rhe´ologie des
e´coulements granulaires denses.
Mots-cle´s : e´coulements granulaires, instabilite´s, rhe´ologie, the´orie cine´tique, e´quations de
St-Venant, vortex, ondes de surface.
Instabilities in granular flows
Abstract - In spite of their importance in many industrials and geophysical processes,
granular flows are still not completely understood. In this thesis, we study two instabilities
that occur when a granular material is flowing under gravity down a rough inclined plane.
We first study a new instability observed for rapid and dilute flows, when the plane is
strongly inclined. This instability correspond to the spontaneous formation of longitudinal
vortices in the flow. From the experimental measurements, we propose an instability me-
chanism based on the concept of ”granular temperature”. This mechanism is then validated
by a stability analysis in the framework of the kinetic theory of granular flows.
The second instability we have studied appears in the dense flow regime. In a given range
of parameters, we observe the formation of long surface waves that propagate downstream.
We have precisely studied the formation of these surface waves by forcing the instability,
in the spirit of open flows stability experiments in fluid mechanics. The results are then
compared with a depth-averaged approach. This study shows that the properties of the
”classical” long surface waves instability may be deeply modified by the rheology of dense
granular flows.
Keywords : granular flows, instabilities, rheology, kinetic theory, St-Venant equations,
vortices, surface waves.
